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A    MONSIEUR, 

M.DALEMBERT, 

SECRÉTAIRE  PERPÉTUEL 
DE  l'Académie  Françoise,  des 
Académies  royales  des  Sciences 
de  France,  de  Prusse,  d'Angle- 
terre ET  DE  Russie,  de  l'Aca- 
démie ROYALE  DES  BeLLES-LeTTRES 

DE  Suéde,  de  l'Institut  de  Bo- 
logne ET  des  Sociétés  royales 
des  Sciences  de  Turin  et  de 

NORWEGE, 


ONSIEUR, 

Il  ne  nous  appartient  ni  de  pro- 
noncer fur  le  mérite  de  V Ouvrage 
dont  vous  nous  ave^^  permis  de  faire 

a  iij 
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paroitre  la  première  édition  Françoije 
fous  vos  aufpices  ,  m  d'ajouter  aux 
éloges  quil  a  reçus  ,  foit  dans  fa 
langue  originale  ,  foit  dans  la  tra- 
duction Rujfe  quon  en  a  donnée.  Le 
nomfeulde  M,  EuLER  ,  ^/z  /^  rendant 
précieux  aux  Mathématiciens,  an- 
nonce a  ceux  qui  travaillent  a  le  de- 
venir y  tout  ce  quils  peuvent  s'en 
promettre. 

M,  BerNOULLI  ,  digne  héritier 
de  ce  nom  fi  grand  dans  les  Sciences  , 
&  Directeur  de  VOhfervatoire  de 
Berlin ,  s' efi  chargé  de  rendre  en  notre 
lanzue  le  texte  de  M,  E  U  L  E  R  ,  & 
de  U  enrichir  de  quelques  Notes  hifio- 
riques.  M,  DE  LA  GrANGE,  dont 
le  rare  génie  &  les  nombreux  fucces 
fixent  depuis  long-temps  V attention 
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de  toute  l'Europe  favante ,  a  ajouté 
au  mérite  de  V  Ouvrage  y  en  y  joignant 
un  morceau  defliné  a  compléter  le 
traité  de  U Änalyfe  indéterminée. 

Tout  concourt  y  MONSIEUR  , 
CL  établir  vos  droits  fur  U  hommage 
que  nous  prenons  la  liberté  de  vous 
offrir.  Cefl  au  Philofophe ,  au  Ma^ 
thématicien  qui  honore  fin  ßec  le ,  que 
nous  devions  préjenter  r  Ouvrage  d' un 
homme  également  deßine  a  i'illuflrer, 
L' ambition  s^ attacha  fouvent  au  rang 
pour  s' appuyer  de  la  faveur  de  la  pro- 
teciion  ;  un  motif  qui  nous  eß  plus 
cher  nous  porte  a  vous  offrir  le  té- 
moignage public  de  la  reconnoißance 
que  nous  devons  aux  bontés  dont  vous 
nous  ave^  honorés.  En  plaçant  votre 
nom  a  la  tète  de  ce  Livre ,  nos  fenti- 

a  iv 


viij  É    P    I    T    R    E. 

mens  pour  vous ,  MO NS IE UR  ^ 
nous  ont  ßiggere  le  choix  quauroit 
pu  faire  le  discernement  le  plus  juße  , 
6  nous  nous  applaudirons  dans  notre 
hommage^  d'avoir  l'Europe  entière 
pour  témoin  &  pour  approbateur. 

Nous  avons  l'honneur  d'être  avec 
le  plus  profond  refpecl^ 


MONSIEUR, 


Vos  très 'humbles  &  très-obéijjans 
ferviteurs 

J,  M»  Bru  Y  S  ET  y  père  &fils» 
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AVERTISSEMENT 
DES    ÉDITEURS 

Z)£      U  O  R  1  G  I  N  A  L. 


ous  mettons  entre  les  mains 
des  Amateurs  de  TAîgebre  un 
Ouvrage  dont  il  a  déjà  paru  une 
traduâion  Ruffe  il  y  a  deux  ans. 
Les  vues  du  célèbre  Auteur 
étoient  de  compofer  un  Livre 
élémentaire ,  au  moyen  duquel 
on  pût  apprendre  ,  fans  aucun 
autre  fecours ,  FAÎgebre  à  fond« 
La  perte  de  fa  vue  lui  avoit  fug- 
géré  cette  idée ,  Faftivité  de  fon 
génie  ne  lui  permit  pas  de  dir- 


X  AVERTISSEMENT. 
férer  long-temps  à  la  mettre  en 
exécution.  M.  Euler  choifit  pour 
cet  effet  un  jeune  homme  qu'il 
avoit  pris  à  fon  fervice  en  quit- 
tant Berlin  ,  qui  poffédoit  affez 
bien  TArithmétique  ,  mais  qui 
n  avoit  d'ailleurs  aucune  teinture 
des  Mathématiques  ;  il  avoit  ap- 
pris le  métier  de  Tailleur ,  &  ne 
pouvoit  être  mis ,  quant  à  fa  ca- 
pacité ,  qu'au  rang  des  efprits 
ordinaires.  Non- feulement  ce 
jeune  homme  a  très -bien  faifî 
tout  ce  que  fon  illuftre  Maître 
lui  enfeignoit  &  lui  diftoit ,  mais 
il  s'eil:  même  trouvé  en  peu  de 
temps  en  état  d'achever  tout 
feul  les  calculs  algébriques  les 
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plus  difficiles,  &  de  réfoudre 
promptement  toutes  les  ques- 
tions analytiques  qu'on  lui  pro- 
pofoit. 

Le  fait  que  nous  citons  doit 
donner  une  idée  d'autant  plus 
avantageufe  de  la  méthode  qui 
regne  dans  cet  Ouvrage ,  que 
le  jeune  homme  qui  Ta  écrit ,  qui 
en  a  développé  les  calculs  ,  & 
dont  les  progrès  ont  été  fi  mar- 
qués ,  n  a  reçu  abfolument  d'au- 
tres inftruftions  que  de  ce  Maî- 
tre ,  fupérieur  à  la  vérité ,  mais 
privé  de  la  vue. 

Indépendamment  d'un  avan- 
tage auffi  grand ,  les  ConnoiP 
feurs  verront ,  avec  autant  de 
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plaifir  que  d'admiration  ,  Tex- 
pofition  de  la  doârine  des  lo- 
garithmes &  de  fa  liaifon  avec 
d'autres  calculs  ,  ainfi  que  les 
méthodes  qu'on  donne  pour  la 
réfolution  des  équations  du  troi- 
sième &  du  quatrième  degré. 

Ceux  enfin  que  les  problèmes 
de  Diophante  peuvent  intéref- 
fer  ,  feront  charmés  de  trouver 
dans  la  dernière  feûion  de  la 
féconde  Partie  ,  tous  ces  pro- 
blèmes préfentés  d'une  manière 
fuivie  5  &  l'explication  de  tous 
les  procédés  de  calcul  néceffai- 
res  pour  les  réfoudre. 
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E  Traité  d'Algèbre  que  j'ai  en- 
trepris  de  traduire  ,  a  été  publié  en 
Allemand  en  1770  par  l'Académie 
Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg. Je  m'abftiendrai  d'en  louer 
le  mérite ,  ce  feroit  prefque  faire  in- 
jure au  nom  célèbre  de  Ion  Auteur; 
il  fuffira  d'ailleurs  d'en  lire  quelques 
pages ,  pour  voir ,  par  la  clarté  avec 
laquelle  tout  eft  expofé^  quel  fruit 
les  Commençans  peuvent  en  retirer. 
C'eft  far  d'autres  objets  que  je  crois 
devoir  un  Avertiffement. 

Je  me  fuis  écarté  de  la  divifion 
fuivie  dans  l'original ,  en  faifant  en- 
trer dans  le  premier  volum.e  de  la 
traduâion  Françoife  la  première  Sec- 
tion du  fécond  volume  de  l'original, 
qui  complette  l'Analyfe  déterminée. 
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On  fentira  facilement  les  raifons  de 
ce  changement  ;  non-feulement  il  fa- 
vorifoit  la  divifion  aflez  naturelle  de 
l'Algèbre  en  Analyfe  déterminée  & 
en  Analyfe  indéterminée  ,  mais  il 
devenoit  néceflaire  pour  conferver 
quelque  égalité  dans  l'épaiiTeur  des 
deux  volumes ,  par  rapport  aux  Ad- 
ditions qu'on  trouve  à  la  fin  de  la 
féconde  Partie. 

On  s'appercevra  aifément  à  la  lec- 
ture de  ces  Additions ,  qu'elles  ne 
peuvent  être  que  de  M.  de  la  Grange  ; 
auffi  font-elles  une  des  raifons  qui 
m'ont  principalement  engagé  à  en- 
treprendre ma  TraduÛion  ;  je  me  fuis 
félicité  d'être  le  premier  à  faire  voir 
plus  généralement  aux  Mathémati- 
ciens à  quel  haut  point  de  perfection 
deux  de  nos  plus  illuftres  Géomètres 
ont  porté  depuis  peu  une  branche  de 
l'Analyfe  ,  peu  connue ,  mais  dont 
on  fent  les  épines  dès  qu'on  cherche 
à  l'approfondir ,  &  qui ,  de  l'aveu 
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même  de  ces  grands  génies ,  leur  a 
offert  les  problèmes  les  plus  difficiles 
qu'ils  aient  jamais  rëfolus. 

Je  crois  avoir  traduit  cette  Algèbre  ^ 
comme  on  convient  qu'il  faut  traduire 
des  Ouvrages  de  cette  elpece  ;  je  me 
fuis  principalement  attaché  à  entrer 
dans  le  fens  de  l'original  &  à  le  rendre 
avec  toute  la  clarté  poffible  ;  peut- 
être  même  oferai-je  attribuer  quelque 
fupériorité  à  ma  Traduâion  fur  l'ori- 
ginal ,  parce  que  cet  Ouvrage  ayant 
été  diÊté  &  n'ayant  pu  être  revu  par 
fon  illuftre  Auteur  même  ,  il  eft  aifé 
de  concevoir  qu'il  auroit  befoin  dans 
plufieurs  endroits  qu'on  y  paffât  la 
lime.  Au  refte  ,  fi  je  ne  me  fuis  point 
affervi  à  traduire  littéralement,  je 
n'ai  pas  laiflé  de  fuivpe  mon  Auteur 
pas  à  pas  ;  j'ai  confervé  les  mêmes 
divifions  dans  les  articles,  &  c'eiT: 
dans  un  fi  petit  nombre  d'endroits 
que  j'ai  penfé  à  fupprimer  quelques 
détails  de  calcul ,  ou  à  inférer  une 
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ou  deux  lignes  d'éclaircifîement  dans 
le  texte,  qu'il  ne  vaut  pas,  je  crois, 
la  peine  d'entrer  dans  le  détail  des 
raiibns  qui  peuvent  me  juilifier. 

Je  ne  dirai  rien  non  plus  des  notes 
que  j'ai  ajoutées  à  la  première  Partie  ; 
elles  font  en  affez  petit  nombre  pour 
que  je  ne  craigne  pas  le  reproche 
d'avoir  groffi  inutilement  le  volume  ; 
elles  peuvent  d'ailleurs  répandre  du 
jour  fur  difFérens  points  de  Thiftoire 
des  Mathématiques ,  &  faire  connoî- 
tre  un  grand  nombre  de  tables  fub- 
fîdiaires  peu  connues. 

Quant  à  Texaâitude  de  la  correc- 
tion, je  compte  qu'elle  ne  le  cédera 
en  rien  à  celle  de  l'original  ;  j'ai  com- 
paré avec  foin  tous  les  calculs,  & 
en  ayant  refait  un  grand  nombre 
moi-même,  j'ai  pu  corriger  plufieurs 
fautes  indépendamment  de  celles  qui 
étoient  indiquées  dans  \ Errata. 

Élément 
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D'ALGEBRE. 

-PREMIERE   PARTIE, 

OÙ  l'on  traite  de  V Analyfe  déterminée, 
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SECTION    PREMIERE. 

Dts  dl^nntss  Méthodes  de  calcul  pour  Us  grandeurs 
ßmph's  ou  incompkxcs, 

CHAPITRE   PREMIER. 
DES  MATHÉMATIQUES  EN  GENERALI 

m 

I. 

Ir'o '!  '^  nomme  grandeur  ou  quantité'^ 
ju'—Jlt  tout  ce  qui  eft  fulceptible  d'aug* 
mentation  &  de  diminution. 

Une  fomme  d'argent  eft  donc  une  quan*;. 
Tome  /.  A 
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tité  ,  puifqu  on  peut  y  ajouter  &  qu'on  peut 
en  ôter. 

Il  en  eft  de  même  d'un  poids  &  d'autres 
chofes  de  cette  nature. 

2. 

On  voit  donc  facilement  qu*il  doit  f 
avoir  tant  de  différentes  efpeces  de  gran- 
deurs, qu'il  feroit  même  difficile  d'en  faire 
rénumération  :  &  voilà  l'origine  des  diffé- 
rentes Parties  des  Mathématiques ,  chacune 
d'elles  s'occupant  d'une  efpece  particulière 
de  grandeurs.  Les  Mathématiques  en  gé- 
néral ne  font  autre  chofe  que  la  fcience  des 
quantités  y  ou  la  fcience  qui  cherche  \qs 
moyens  de  les  mefurer, 

3- 

Or  nous  ne  pouvons  mefurer  ou  déter- 
miner une  quantité  ,  qu'en  regardant  une 
autre  quantité  de  la  même  efpece  comme 
connue ,  &  en  indiquant  le  rapport  de  celle- 
ci  à'  celle-là. 
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-  Qu'il  s'agiiTe ,  par  exemple  ,  de  déter- 
tniner  la  quantité  d'une  fomme  d'argent ,  on 
regardera  comme  connu  un  louis ,  un  écu  , 
lin  ducat  ou  quelqu' autre  monnoie ,  Se  on 
indiquera  combien  de  ces  pièces  font  con« 
tenues  dans  ladite  fomme. 

De  même ,  s'il  étoit  quellion  de  déter- 
miner la  quantité  d'un  poids  ,  on  regarde- 
roit  un  certain  poids  comm.e  connu  ;  par 
exemple ,  une  livre  ,  un  quintal ,  une  once , 
&  on  indiqueroit  combien  de  fois  tel  ou  tel 
■  poids  eft  contenu  dans  celui  qu'on  déter- 
mine. 

Veut-on  mefurer  une  longueur  ou  une 
étendue  ,  on  fe  fervira  d'une  certaine  lon- 
gueur connue ,  telle  qu'eft  un  pied» 

4' 

Airifî  les  déterminations  ou  les  mefures 
de  grandeurs  de  toutes  efpeces,  reviennent 
à  ceci  :  Qu'on  fixe  d'abord  à  volonté  une 
certaine  grandeur  de  la  même  efpece  que 
éelle  qu'on  veut  déterminer  ^   afin  de  la 

A  ij 
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prendre  pour  mefure  ou  unité  ;  enfuîte ,  que 
l'on  détermine  le  rapport  qu'a  la  grandeur 
prefcrite  avec  cette  mefure  connue.  Ce 
rapport  s'exprime  toujours  par  des  nom- 
bres ,  d'où  il  s'enfuit  qu'un  nombre  n'eft 
autre  chofe  que  le  rapport  d'une  grandeur  à 
une  autre  prife  arbitrairement  pour  Tunité, 

5. 

ïl  eft  évident  par-là  que  toutes  les  gran- 
deurs peuvent  être  exprimées  par  des  nom- 
bres ,  &  qu'on  doit  faire  confîfter  ce  fon- 
dement de  toutes  les  Sciences  Mathéma- 
,tiques  ,  dans  un  traité  complet  de  la  fcience 
des  Nombres  &  un  examen  foigneux  des 
différentes  manières  de  calculer  qui  peuvent 
fe  préfenter. 

On  nomme  cette  partie  fondamentale 
des  Mathématiques  ,  VAnalyfe  om  l'Algè- 
bre C). 


\,^ 


C)  Plufieurs  Mathématiciens  dlftinguent  entre  Ana- 
lyfe  &  Algèbre.  Ils  entendent  par  le  terme  d'Anafyfe  la 
roéthode  qui  enieigne  à  trouver  ces  règles  générales,  au 
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6. 

On  ne  confîdere  donc  dans  rAnalyfe  > 
que  des  nombres  qui  repréfentent  des  quan- 
tités ,  fans  s'embarrafTer  des  efpeces  parti- 
culières des  Quantités.  C'efl  dans  les  autres 
parties  des  Mathématiques  qu'on  s'occupe 
de  ces  efpeces. 

7- 

On  traite  des  Nombres  en  particulier 
dans  X Arithmétique  ,  qui  efl:  la  fcience  des 
Nombres  proprement  dite ,  mais  cette  fcience 
ne  s'étend  qu'à  de  certaines  façons  de  cal- 
culer qui  fe  préfentent  ordinairement  dans 
la  vie  commune.  L'Analyfe  au  contraire 
comprend  généralement  tous  les  cas  qui 
peuvent  avoir  lieu  dans  la  dodrine  &  le 
calcul  des  Nombres. 

moyen  defquelles  on  foulage  l'efprit  dans  toutes  les 
recherches  mathématiques  ;  &  ils  nomment  Algèbre  l'inf- 
trument  que  cette  méthode  emploie  pour  y  parvenir. 
C'eft  la  définition  que  M,  Behaut  adopte  dans  la  PréfacQ. 
de  fou  Algèbre^ 

A  iij 
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CHAPITRE     II. 

Explication  de^  Signes  -[-  Plus  &  ' —  Moins^ 

8. 

V^  UAND  il  s'agit  d'ajouter  à  un  nombre 
donné  un  autre  nombre  ,  cela  s'indique  par 
le  figne  -j-  qu'on  met  devant  ce  fecpnd 
îiombre,  &  qu'on  prononce  plus.  Ainfî 
5  4~  3  %î^ifi^  qu'on  doit  ajouter  encore 
3  au  nombre  5  ,  &  tout  le  monde  fait  qu'il 
^n  réfultera  8  ;  de  même  i  z  ~[-  7  font  1 9  ; 
25  -[-16  font  41  5  la  fomme  de  25  -{-4^ 
pûi  66  y  &c. 

9. 

On  a  coutume  aufii  de  fe  fervir  du  même 
/igné  -^  plus  ^  pour  lier  enfemble  plufieurs 
nombres  ;  par  exemple  :  7-}-  5  4- 9  fignifie 
qu'au  nombre  7  il  faut  ajouter  5  &  de  plus 
encore  9  ,  ce  qui  fait  21.  On  comprend 
donc  ce  que  fignifie  la  formule  fuivante: 
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à  fàvoir ,  la  fomme  de  tous  ces  nombres  ^ 
qui  fait  51. 

10. 

Tout  cela  ne  peut  qu'être  clair ,  8c  il 
relie  à  faire  obferver  que  dans  rAnalyfe 
on  indique  les  nombres  d'une  manière  gé- 
nérale par  des  lettres,  comme  a,  b  ^c  ^  d^ 
&c.  Ainfi  ;,  quand  on  écrit  a-\-b  ^  cela 
fignifie  la  fomme  des  deux  nombres  qu'on 
a  exprimés  par  a  8c  b  ,  8^  ces  nomibres 
peuvent  être  très-grands  ou  très-petits.  De 
même  f-^m-^-b-^x  ^  fignifie  la  fomme 
des  nombres  indiqués  par  ces  quatre  lettres. 

Il  fuffira  donc  toujours  de  favoir  quels 
nombres  ont  été  indiqués  par  de  telles  lettres 
pour  trouver  aufîl-tôt ,  par  l'Arithmétique  y 
les  fommes  ou  les  valeurs  de  pareilles  for- 
mules. 

II. 

Quand  il  eil:  queilion ,  au  contraire , 
d'ûter  ou  de  fbuflraire  un  nombre  d'un 

A  iv 
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autre  nombre  ,  on  indique  cette  opération 
par  le  {igné  — ,  qui  figniiie  moins ,  &  qu'on 
met  devant  le  nombre  à  fouftraire  :  ainfî 

8-5 
Signifie  que  le  nombre  5  doit  être  ôté  du 
nombre  8  ;  ce  qui  étant  fait  il  refte  3  ,  com- 
me perfonne  ne  l'ignore.  De  même  12  —  7 
eft  autant  que  5  ,  &  20 — 14  eft  autant 
que  6  5  ckc. 

12. 

Il  peut  arriver  auiîi  qu'on  ait  plufieurs 
îiombres  à  fouilraire  d'un  feul  nombre.  C'éfV 
le  cas  de  cet  exemple  : 

50  —  1  —  3  —  5—7  —  9. 
Cela  fignifie  :  Otez  d'abord  i  de  5 o ,  il  refte 
49  3  ôrez  3  de  ce  reile  ,  il  reftera  46  ;  ôtez- 
en  encore  5  ,  refient  41  j  ôtez  enfuite  7 , 
il  refle  34  ,  ôtez-en  enfin  9  ,  reftent  25  j 
&  ce  dernier  refle  efl  la  valeur  de  la  for- 
mule propofée.  Mais  commue  les  nombres 
1,3,5,7,9  font  tous  à  fouftraire  ,  il 
revient  au  même  de  fouilraire  leur  fomme  y 
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qui  eft  25  ,  toute  à  la  fois  de  50  j  le  refle 
fera  25  ,  comme  auparavant. 

13- 

11  efl  de  même  très-facile  de  déterminer 
la  valeur  de  pareilles  formules ,  où  les  deux 
{ïgnes  -\-  plus  &  —  moins  fe  rencontrent  j 
par  exemple: 

12  —  3  —  5-|-i  —  I  6^  autant  que  5 . 

Il  n'y  a  qu'à  prendre  féparément  la  fomme 
des  nombres  précédés  du  figne  -]-  j,  &  en 
ôter  celle  des  nombres  précédés  de  — .  La 
fomme  de  1 2  &  de  2  eft  1 4 ,  celle  de  3  , 
5  &  I  ,  efl  9  5  or  9  étant  ôté  de  14,  il 
refle  ç. 

14. 

On  s'appercevra  bien  par  ces  exemples 
que  l'ordre  des  nombres  qu'on  écrit  efl  très- 
indifférent  &  tout-à-fait  arbitraire ,  pourvu 
qu'on  conferve  à  chacun  fon  figne.  Rien 
n'empêcheroit  de  mettre  à  la  place  de  la 
form-ule  du  §  précédent  celles-ci: 
.124-2— '5— 3—1  j  ou  2— I— 3— 5-fi2^ 
0U24-12— 3— 1-^55 
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OU  encore  d'autres;  &  il  faut  remarquer 
que  dans  la  formule  propofée ,  le  figne  -[^ 
eil  cenfé  être  mis  devant  le  nombre  12. 

1 5. 

On  n'aura  plus  de  difficultés  non  plus, 
quand,  pour  généralifer  ces  procédés,  on 
voudra  fe  fervir  de  lettres  à  la  place  de 
nombres  réels.  Il  efl  clair,  par  exemple, 
que 

a  — 'b  —  c  -j-  d —  e 
fîgnifie  qu'on  a  des  nombres  exprimés 
par  a  Se  d  y  8c  que  de  ces  nombres ,  ou  de 
leur  fomme  ,  il  faut  ôter  les  nombres  ex- 
primés par  les  lettres  ^  ,  c ,  e ,  ßc  précédés 
du  iigne  — . 

16. 

Il  importe  donc  principalement  ici  de 
favoir  quel  figne  fe  trouve  devant  chaque 
nombre.  De-là  vient  que  dans  l'Algèbre , 
les  quantités  fimples  font  les  nombres  con- 
iidérés  avec  les  figues  qui  les  précèdent 
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OU  qui  les  affectent.  On  nomme  quantités 
poßtivcs ,  celles  devant  lefquelles  fe  trouve 
le  fîgne  -j-  ;  &  quantités  négatives  ^  celles 
c[ui  font  affeftées  du  figne  — . 

17- 

La  manière  dont  on  a  coutume  d'indi- 
quer les  biens  d'une  perfonne  ,  eft  très- 
propre  à  écîaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire.  On  indique  par  des  nombres  pofitifs  , 
&  moyennant  le  figne  -{-)  ce  qu'un  homme 
pofTede  réellement ,  au  lieu  que  fes  dettes 
fe  repréfentent  par  des  nombres  négatifs, 
eu  par  le  moyen  du  figne  — .  Ainfi  quand 
on  dit  de  quelqu'un  qu'il  a  i  oo  écus  ,  mais 
qu'il  en  doit  5  o ,  c'eft  dire  que  fon  bien 
fe  monte  à 

100  —  5  o  j  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  ;: 
«-}- 1 00  —  5  o  5  c'efl-à-dire  5  o, 

18. 

Puifque  les  nombres  négatifs  peuvent 
-être  confidérés  comme  des  dettes ,  en  tant 
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que  les  nombres  pofitifs  indiquent  des  biens 
efFeftifs ,  on  peut  dire  que  les  nombres  né- 
gatifs font  moins  que  rien.  Ainfi  quand  un 
homme  ne  poiTede  rien ,  &  qu'il  doit  même 
50  écus ,  il  eft  certain  qu'il  350  écus  de 
moins  que  rien  ;  car  fi  quelqu'un  lui  faifoit 
préfent  de  50  écus  pour  payer  fes  dettes, 
il  ne  feroit  encore  qu'au  point  de  n^avoir 
rien ,  quoiqu'il  fût  devenu  plus  riche  qu'il 
nétoit. 

19. 

De  même  donc  que  les  nombres  pofitifs 
font  incontefi:ablement  plus  grands  que 
rien ,  les  nombres  négatifs  font  plus  petits 
que  rien.  Or  on  obtient  des  nombres  po- 
fitifs en  ajoutant  i  ào,  c'efl-à-dire ,  à  rien, 
&  en  continuant  d'augmenter  ainfî  toujours 
de  l'unité.  C'eft-là  l'origine  de  la  fuite  des 
nombres  qu'on  nomme  nombres  naturels , 
en  voici  les  premiers  termes  : 
o,+i,+2,+3,+4j+5»+6»+7>+S>+9>  +  io, 
&  ainfi  de  fuite  à  l'infini. 
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Mais  Cl  au  lieu  de  continuer  aiflfî  cette 
fuite  par  des  additions  fuccelîives  on  la  con- 
tinuoit  dans  le  fens  contraire ,  en  retran- 
chant perpétuellement  l'unité  ,  on  auroit 
la  fuite  y  ou  férié  fuivante  ,  des  nombres 
négatifs  : 

6f  ainfî  de  fuite  jufqu'à  l'infini. 

20. 

Tous  ces  nombres  tant  pofitifs  que  néga- 
tifs ,  ont  le  nom  connu  de  nombres  entiers  ; 
iefquels  par  conféquent  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  rien.  On  les  nomme 
nombres  entiers ,  pour  les  diflinguer  d'avec 
les  nombres  rompus  ,  &  d'avec  plufieurs 
autres  efpeces  de  nombres  dont  nous  par- 
lerons dans  la  fuite.  Car  50  ,  par  exemple, 
étant  plus  grand  d'une  unité  entière  que  49 , 
on  comprend  facilement  qu'il  peut  y  avoir 
entre  49  &  50  une  infinité  de  nombres  in- 
termédiaires, tous  plus  grands  que  49 ,  & 
pourtant  tous  plus  petits  que  co.  On  n'a 
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qu'à  fe  repréfenter  deux  lignes ,  Tune  lon- 
gue de  50  pieds ,  l'autre  longue  de  49  pieds, 
on  conçoit  aifément  qu'on  peut  tirer  un 
nombre  infini  de  lignes  toutes  plus  longues 
que  49  pieds  ,  &  plus  courtes  cependant 
^ue  50  pieds. 

21. 

il  importe  extrêmement  dans  toute  l'Al- 
gèbre ,  que  l'on  fe  faffe  une  idée  nette  de 
ces  quantités  négatives  dont  il  a  été  queA 
tion.  Je  me  contenterai  de  faire  remarquer 
ici  d'avance  que  toutes  ces  formules  ,  par 
exemple  , 

4-1— I, +2—2, +3—3, +4—4,  &C4 
valent  o  ou  rien.  Enfuite  que 

-]-2 —  5  vaut  — 3» 
Car  fi  quelqu'un  a  2  écus  &  qu'il  en  doiv^ 
5  ,  non-feulement  il  n'a  rien ,  mais  il  doit 
encore  3  écus:  de  même 

7—12  eft  autant  que  —  5  4 
&:25 — 40  vaut  — 15, 


I>   A    L    G    E   B   R    E,  15 

2.2. 

Les  mêmes  chofes  doivent  s'obferver, 
tquand  on  emploie  d'une  manière  plus  gé- 
nérale des  lettres  au  lieu  de  nombres  ;  on 
aura  toujours  o  ou  rien  pour  la  valeur 
de  -j-  fl  —  a.  Veut- on  favoir  enfuite  ce  que 
fignifie,  par  exemple^  A^a — h ^  l'on  con- 
fîdérera  deux  cas  : 

Le  premier  a  lieu  quand  a  eft  plus  grand 
que  b  ;  il  faut  alors  fouftraire  /^  de  a  &  le 
refte  ,  devant  lequel  on  mettra  ou  l'on  fup- 
pofera  le  figne  ~j- ,  qui  indique  la  valeur 
cherchée. 

Le  fécond  cas  efi:  celui  où  a  eft  plus  petit 
que  h  ^  on  fouftraira  dans  ce  cas  a  de  ^ ,  8ç 
on  prendra  le  refte  négatif,  en  lui  donnant 
le  figne  — ,  ce  fera  la  valeur  cherchée, 

^<i  '^ 
»4*  «i^ 
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CHAPITRE     ni. 

De  la  multiplication  des  Quantités ßmples, 

23. 

V^UAND  on  a  deux  ou  plufîeurs  nombres 
égaux  à  ajouter  enfemble  ,  on  peut  expri- 
mer cette  fomme  d'une  manière  abrégée  j 
par  exemple  : 
fl-|-a  efl  autant  que  2.a& 

a-]-a-]^a 3.^2;  de  même 

Ä-j-a-j-cz-j-a 4.«  ,&  ainfi  de  fuite; 

C'efi:  ainfî  qu'on  peut  prendre  une  idée 
de  la  multiplication,  &  il  faut  remarquer 

que: 

2. a  fignifie  2  fois  a  & 

3.<2 "3   fois  a  Se 

4.a 4  fois  a  y  &c- 

24. 

S'il  s'agît  donc  de  multiplier  un  nombre 
exprimé  par  une  lettre  ,  avec  un  nombre 

quelconque . 
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quelconque ,  on  met  amplement  ce  nombre 

devant  la  lettre;  ainfî 

a  multiplié  par  20  fait       20  <i ,  & 
b  multiplié  par  30  donne  30  ^  ,  &c. 
On  voit  aufiî  que  c  pris  une  fois ,  ou  i  fï 

eft  autant  que  c, 

25. 

Il  eft  de  plus  facile  de  multiplier  de  fem= 
blables  produits  encore  par  d'autres  nom- 
bres j  par  exemple  : 

2  fois  3  a  fait     6  a, 

3  fois  4  b  fait   I  2  b, 
5   fois  7  :»;  fait  35^. 

Et  ces  produits  peuvent  fe  multiplier  en^ 
core  par  d'autres  nombres  à  volonté. 

26. 

Quand  le  nombre  par  lequel  on  devroit 
multiplier  ,  eft  auffi  repréfenté  par  une 
lettre  ,  on  la  met  immédiatement  devant 
l'autre  lettre  ;  ainfi  quand  il  s'agit  de  mul- 
tiplier b  par  a ,  le  produit  doit  s'écrire  ah; 
Tome  h  B 
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^  p  q  Tera  le  produit  de  la  multiplication 
du  nombre  q  par  p.  Si  l'on  multiplioit  ce 
p  q  encore  par  a  ,  on  obtiendroit  a  pq, 

27. 

Il  faut  bien  remarquer  qu'ici  l'ordre  des 
lettres  jointes  enfemble  eft  indifférent  ;  que 
<2  ^  eil  la  même  chofe  que  b  a  ;  car  b  mul- 
tiplié par  a  fait  autant  que  a  multiplié  par  b. 
Pour  comprendre  ceci  on  n'a  qu'à  prendre 
pour  a^  b  des  nom.bres  connus ,  comme 
3  &:  4  j  la  chofe  fera  claire  par  elle-même  : 
3  fois  4  font  autant  que  4  fois  3, 

28. 

On  n'aura  pas  de  peine  à  voir ,  que  quand 
il  s'agit  de  mettre  des  nombres  à  la  place 
des  lettres  jointes  enfemble  de  la  manière 
qu'on  a  vu  ,  on  ne  peut  pas  les  écrire  de  la 
même  manière  l'un  à  côté  de  l'autre.  Car 
il  l'on  vouloit  écrire  34  pour  3  fois  4,  ce 
feroiî  mettre  34  &  non  pas  12.  On  a  donc 
foin  ,  quand  il  s'agit  d'une  multiplication  de 
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nombres  ordinaires ,  de  les  féparer  par  des 
points:  ainfi  3.4  fignifie  3  fois  4,  c'eil-à- 
dire  12.  De  même  1.2  eft  autant  que  2; 
&  1.2.3  fait  6.  Pareillement  1.2.3.4.56 
fait  1344;  &  1.2,3.4.5.6.7.8.9.10  vaut 
3628800,  &c. 

29. 

On  peut  aufli  conclure  de-là  ce  que  fignî- 
fie  une  quantité  de  cette  forme  yj.%,abcd» 
Elle  montre  que  5  doit  fe  multiplier  par  7  , 
&  qu'il  faut  multiplier  ce  produit  encore  par 
8  ;  enfuite  qu'il  faut  multiplier  ce  produit 
des  trois  nombres  ,  par  a  ,  &  puis  par  b  & 
puis  par  c  ,  &  enfin  par  d.  On  remarquera 
de  plus  qu'on  peut  écrire  à  la  place  de  5 .7.8 
fa  valeur,  laquelle  eil:  280  ;  car  c'efl:  ce  qui 
vient  y  quand  on  multiplie  par  8  le  produit 
de  5  par  7 ,  ou  35. 

30. 

On  aura  remarqué  que  nous  avons  nom- 
mé PRODUITS  les  formules  qui  naillent  de 

Bij 
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la  multiplication  de  deux  ou  pluiîeurs  nom- 
bres. Il  faut  obferver  auffi  qu'on  nomme 
jaBeurs  les  nombres  ou  les  lettres  ifolées. 

31- 

Jufqu'ici  nous  n'avons  confidéré  que  des 
nombres  pofitifs  ^  &  il  n'y  a  pas  eu  lieu  de 
douter  que  les  produits  que  nous  avens  vu 
fe  former  ne  fulTent  poßtifs  de  même  :  favoir 
>^a  par  -j-^  doit  donner  nécefîairement 
^ab.  Mais  il  faudra  examiner  à  part  ce 
qui  doit  provenir  de  la  multiplication  de-j-a 
par  —  b  ^  &  de  —  a  par  —  b, 

32. 

Commençons  par  multiplier  —  a  par  3 
ou  4~  3  >  or  puifque  —  a  peut  être  confi- 
déré  comme  une  dette ,  il  eft  clair  que  fî 
l'on  prend  trois  fois  cette  dette ,  elle  doit 
außi  devenir  trois  fois  plus  grande ,  &  par 
conféquent  le  produit  cherché  eft  —  3  a. 
De  même  s'il  s'agit  de  multiplier  —  a 
par  4"^  >  on  obtiendra  —  ba^  ou ,  ce  qui 
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eft  la  même  chofe ,  —  ah.  Nous  tirons  de-là 
la  conféquence  ,  qu'une  quantité  pofîtive 
étant  multipliée  par  une  quantité  négative, 
le  produit  efi:  négatif  5  &  nous  prenons  pour 
regle ,  que  -[-  par  -|-  fait  -]-  ou  plus  ^  & 
qu'au  contraire  -\-  par  —  ^  ou  —  par  >-[- 
donne  —  ou  moins. 

33- 

Il  nous  refte  à  réfoudre  encore  ce  cas  où 
^ —  ell  multiplié  par  — ,  ou  ,  par  exemple , 

—  a  par  —  b.  Il  eft  évident  d'abord  que  ^ 
quant  aux  lettres ,  le  produit  fera  ab ^  mais 
il  eil  incertain  encore  fi  c'eft  le  fîgne  -|- , 
ou  bien  le  figne  —  qu'il  faut  mettre  devant 
ce  produit  ;  tout,  ce  qu'on  fait ,  c'eft  que 
ce  fera  ou  l'un  ou  l'autre  de  ces  fignes.  Or 
je  dis  que  ce  ne  peut  être  le  figne  —  :  car 

—  a  par  -]-  b  donne  — ~ab  ^  &  —a  par 
— b  ne  peut  produire  le  même  réfultat  que 

—  a  par  -f-^  ,*  mais  il  doit  en  réfulter 
l'bppofé  ,  c'eft-à-dire,  -{-ab^  par  confé- 
quent  nous  avons  cette  regle  ;  —  multiplié 

B  iii 
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par  —  fait  ~\- ,  de  même  que  -j-  multiplié 
par  -f-. 

34- 

Les  règles  que  nous  venons  de  déve- 
lopper s'expriment  plus  brièvement  de  la 
manière  qui  (lût  : 

Deux  figues  égaux  ou  femblables ,  mul- 
tipliés l'un  par  l'autre ,  donnent  -j-  h  deux 
{îgnès  difiemblabies  ,  ou  contraires  ,  don- 
nent — .  Ainli  quand  il  s'agit  de  multiplier 
enfemble  ces  nombres-ci:  +a,  — ^,  — c,  +d^ 
on  a  d'abord  -f-a  multiplié  par  — b  ,  fait 
—  ab }  ceci  par  — -c ,  fait  -\-abc ,  &  ceci 
enfin  multiplié  par  -\-  d^  fait  -^abcd, 

3  5- 

Les  difficultés  à  l'égard  àes  fignes  étant 
levées ,  nous  n'avons  plus  qu'à  faire  voir 
comment  on  doit  multiplier  enfem.ble  des 
nombres  qui  font  déjà  des  produits  eux- 
mêmes.  S'il  s'agit ,  par  exemple ,  de  mul- 
tiplier le  nom-bre  «^  par  le  nombre  cd^ 
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le  produit  fera  ahcd^  &  il  provient  de  ce 
qu'on  multiplie  d'abord  a  h  par  c ,  &  enfuite 
le  réfultat  de  cette  multiplication  encore 
par  d.  0\x  bien  s'il  s'agiffoit  de  multiplier 

3  6  par  1 2  :  puifque  i  2  ell  autant  que  3  fois 

4  ^  on  n'auroit  qu'à  multiplier  36  d'abord 
par  3  ,  &  enfuite  le  produit  1 08  encore 
par  4 ,  pour  avoir  le  produit  total  de  la 
multiplication  de  i  2  par  36  ,  lequel  efl  par 
conféquent  432. 

Mais  fi  l'on  vouloit  multiplier  k^  ab  par 
3  cd^  on  pourroit  à  la  vérité  écrire  3  et/ 

5  a^  ;  cependant  comme  il  ne  s'agit  pas  ici 
de  l'ordre  des  nombres  à  multiplier  enfem- 
YAq^^  on  fera  mieux  de  mettre ,  comme  c'efi: 
âufîi  la  coutume  ,  les  nombres  ordinaires 
devant  les  lettres  ,  &  d'exprimer  le  produit 
de  cette  manière:  ^^.-^abcd,  ou  i^ahcd^ 
parce  que  5  fois  3  efl  autant  que  15. 

De  même  fi  l'on  avoit  à  multiplier  1 2  pqr 
par  7  j;y,.onobtiendroit  ii.j p'qrxy,  ou 
84  pqrxy,  B  iv 
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CHAPITRE     IV. 

T)e  la  nature  des  Nombres  entiers  ,  eu  égard 
à  leurs  faBeurs, 


N 
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ous  avons  remarqué  qu'un  produit 
tire  fon  origine  de  la  multiplication  de  deux 
ou  de  plufieurs  nombres  les  uns  par  les 
autres ,  &  qu'on  nomme  ces  nombres  des 
facleurs, 

Ainti  ce  font  les  nombres  0,  ^,  c,  d,  qui 
font  les  fa6leurs  du  produit  ab  cd, 

38. 

Si  l'on  confidere  donc  tous  les  nombres 
entiers  en  tant  qu'ils  peuvent  provenir  de 
la  multiplication  de  deux  ou  de  plufieurs 
nombres  entr'eux ,  on  trouvera  bientôt  que 
quelques-uns  ne  fauroient  réfulter  d'une  pa- 
reille  multiplication ,  &:  n'ont  par  confé- 
quent  point  de  facleurs ,  tandis  que  d'autres 
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peuvent  être  les  produits  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  multipliés  enfemble ,  &: 
peuvent  par  conféquent  avoir  deux  ou  plu- 
fieurs fafteurs.  C'eft  ainß  que  : 

4  eft  autant  que  2.2  ;  que  6  eft  autant 
que  2.3  ;  que  8  ell  autant  que  2.2.2  j  ou 
27  autant  que  3.3.3  j  &  10  autant  que 
2.5 ,  &c. 

39- 

Mais  d'un  autre  côté  les  nombres  2,3, 
5,7,  II,  13,17,  &c.  ne  peuvent  être  repré- 
fentés  de  la  même  façon  par  des  fafteurs , 
à  moins  qu'on  ne  voulût  employer  pour 
cet  effet  l'unité ,  &  repréfenter  2  ,  par  exem- 
ple, par  1.2.  Or  les  nombres  qui  font  mul- 
tipliés par  I ,  reftant  les  mêmes  ,  on  n'a  pas 
kigé  à  propos  de  compter  l'unité  parmi  les 
faéleurs. 

Tous  ces  nombres  donc,  2,  3,  5,  7,  i  î, 

13,  17,  &c.  qui  ne  peuvent  pas  s'indiquer 

par  des  fa6leurs ,  ont  été  nommés  nombres 

ßmples ,  ou  nombres  premiers  ^  au  lieu  que 
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\qs  autres  j  comme  4,  6,  8,  9,  10,  12,  14, 
1 5 , 1 6, 1 8  ,  6rc.  qui  peuvent  être  repréfen- 
tks,  par  des  faveurs ,  s'appellent  des  nom-^ 
bres  compofés, 

40. 

Les  nomhvQf,  ßm pies  ou  premiers  méritent 
donc  une  attention  particulière  ,  par  la  rai- 
fon  qu'ils  ne  proviennent  pas  de  la  mul- 
tiplication de  deux  ou  de  plufieurs  nom- 
bres. Il  eil  fur 'tout  digne  de  remarque, 
que  {î  l'on  écrit  ces  nombres  dans  leur  ordre 
naturel  comme  ils  Te  fuivent , 

25  3'  5'75 115  ijj  17'  19'  ^3'  ^9'  3I'  37'4i543»47'  S^^-C) 

(*)  On  trouve  tous  les  nombres  premiers  depuis  i 
jufqu'à  1 00000  dans  les  tables  de  Divifeur  ,  dont  je  par- 
lerai à  l'art.  720  de  la  quatrième  feftion.  Mais  on  a  de 
plus  des  tables  particulières  des  nombres  premiers  qui 
vont  depuis  i  jufqu'à  loiooo,  &  qui  ont  été  publiées 
à  Halle  par  M.  Kruger,  dans  un  Ouvrage  AUernand  in- 
titulé Pcnfées  fur  l'Algèbre  ;  M.  Kruger  les  avoit  eues  en 
manufcrit  de  celui  qui  les  avoit  calculées  ,  &  qui  fe  nom- 
moit  Pierre  Jdeger.  M.  Lambert  a  continué  ces  tables  juf^ 
qu'à  loaooOj  6«:  les  a  redonnées  dans  fes  Supplémens 
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on  n'y  remarque  point  d'ordre  régulier  ; 
leurs  augmentations  font  tantôt  plus  gran- 
des ,  tantôt  moindres  j   &  jufqu  a  préfent 

aux  Tables  Logarithmiques  &  Trigonométriques  ,  impri-. 
mées  à  Berlin  en  1770,  Ouvrage  qui  contient  auffi  plu- 
fieurs  autres  tables  qui  peuvent  être  d'une  grande  utilité 
dans  les  difFérentes  parties  des  Mathématiques ,  &  des 
éclairciflemens  qu'il  l'eroit  trop  long  de  rapporter  ici. 
■  L'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris  poffede  des 
tables  de  nombres  premiers ,  qui  lui  ont  été  préfentées 
par  le  P.  Mercaflel  de  l'Oratoire  ,  &  par  M.  du  Tour  ; 
mais  elles  n'ont  pas  été  publiées  :  il  en  eft  parlé  dans  le 
tome  V  des  Méinoircs  étrangers  préfentés  à  l'Académie  , 
à  l'occafion  d'un  Mémoire  de  M.  Rallier  des  Ourmes  , 
Confeiller  d'Honneur  au  Préfidial  de  Rennes  ,  qui  fe 
trouve  dans  ce  volume  ,  &  l'Auteur  y  expofe  une  mé- 
thode facile  de  trouver  les  nombres  premiers. 

On  troiiYe  dans  le  même  volume  un  autre  Mémoire 
de  M.  Rallier  des  Ourmes ,  qu'il  a  intitulé  Méthode  nou- 
velle de  divifion  ,  quand  le  dividende  efl  multiple  du  divifeur, 
&  fe  peut  par  coriféquent  divifer  fans  reße  ,  &  d'cxtraäion 
de  racines  quand  la  puiffance  eß  parfaite.  Cette  méthode 
plus  curieafe  à  la  vérité  qu'utile  ,  n'a  prefque  rien  de 
commun  avec  la  méthode  ordinaire  ;  elle  efl:  très-facile 
&  elle  a  cette  fingularité,  que  pourvu  qu'on  connoifTe 
autant  de  chiffres  ilir  la  droite  du  dividende  ou  de  la  puif- 
fanCe  ,  que  le  quotient  ou  la  racine  doivent  avoir  de 
chiffres ,  on  peut  fe  paffer  des  chiffres  qui  les  précèdent , 
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on  n'a  pu  découvrir  f\  elles  fe  font  fuivant 
une  certaine  loi  ou  non. 

41- 

Les  nombres  compofés ,  qui  peuvent  être 
repréfentés  par  des  facleurs  ,  proviennent 
tous  des  nombres  premiers  fufdits  ,  c'efl-à- 
dire  que  tous  leurs  fa61eurs  font  des  nombres 
premiers.  Car  fi  l'on  trouve  un  fafteur  qui 
ne  foit  pas  un  nombre  premier  ,  on  peut 
toujours  le  décompofer  &  le  repréfenter 
par  deux  ou  plusieurs  nombres  premiers. 
Quand  on  a  indiqué  ,  par  exemple ,  le 
nombre  30  par  5.6 ,  on  voit  que  6  n'étant 
pas  un  nombre  premier,  mais  valant  2.3  , 
on  auroit  pu  indiquer  30  par  5.2.3  ,  ou 
par  2.3.5  '  c'eft-à-dire  ,  par  des  fa6leurs  qui 
font  tous  des  nombres  premiers. 

&  obtenir  de  mcme  le  quotient.  M.  Rallier  des  Ourmes 
s'efl  ouvert  cette  nouvelle  route  au  moyen  de  quelques, 
réflexions  fur  les  nombres  qui  terminent  les  exprefnons 
numériques  des  produits  ou  des  puiflances,  une  eipece-, 
de  nombres  que  j'ai  remarqués  auffi  dans  d'autres  occa-; 
lions  qu'il  étoit  utile  de  conadérer. 
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^9 


42. 


Si  l'on  réfléchit  maintenant  fur  ces  nom- 
bres compofés  réfolubles  en  nombres  pre- 
miers ,  on  y  remarquera  une  grande  diffé- 
rence j  on  verra  que  les  uns  n'ont  que  deux 
de  ces  fa^leurs  ,  que  d'autres  en  ont  trois , 
&  que  d'autres  encore  en  ont  un  plus  grand 
nombre.  Nous  avons  déjà  vu ,  par  exem- 
ple, que 


4  efl  autant  que  2.2  , 

8  —  —  —     2.2,2 , 

10  —  — 2.5, 

14 i.7> 

16  —  —  —  2,2.2.2. 


6  autant  que     2.3  , 

9 3.3, 

,2 2.3.2, 

15  ; ■  -  3-5» 

&  ainfi  de  fuite. 
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On  conclura  aifément  de-Ià  comment 
on  doit  déterminer  les  fafteurs  {impies  d'un 
nombre  quelconque. 

Soit  propofé  pour  exemple  le  nombre 
360 ,  on  le  repréfentera  d'abord  par  2.180. 
Or  180  eft  autant  que  2,90,  & 
^o    —     —     —     2.45 ,  &: 
^^     —     . —     —     3.15,  &  enfin 
15     —     —     —     3.5. 


30  E   L    E    M   E   N    s 

Par  conféquent  le  nombre  3<)0  peut  être 
repréfenté  par  les  facteurs  fimples  que 
voici  : 

2.2.2.3.3.5, 
puifque  tous  ces  nombres  multipliés  enfem- 
ble  produifent  360  (*). 

44. 

Nous  voyons  donc  par  tout  cela ,  que 
les  nombres  premiers  ne  peuvent  pas  être 
divifés  par  d'autres  nombres  ,  &  que  d'un 
autre  côté  on  trouve  les  faveurs  {impies 
des  nombres  compofés  ,  le  plus  commo- 
dément &  le  plus  furement ,  en  cherchant 
les  nombres  iimples ,  ou  premiers  ,  par 
lefquels  ces  nombres  compofés  font  divi- 
fîbles.  Mais  on  a  befoin  pour  cela  de  la 
divifion  ;  nous  allons  donc  expliquer ,  dans 
le  chapitre  fuivant ,  les  règles  de  cette 
opération. 

(  *  )  On  trouve  à  la  fin  d'une  Arithmétique  Allemande 
de  Poétius ,  publiée  à  Leipfick  en  1728  ,  une  table  où 
tous  les  nombres  depuis  i  jufqu'à  1 0000  font  repréfentés 
de  cette  manière  par  leurs  faiîleurs  fimples. 
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CHAPITRE    V. 

De  la  divlßon  des  Quantités  ßmples. 


31 


u  A  N  D  il  s'agit  de  décomporer  un 
nombre  en  deux  ,*  trois  ou  plusieurs  parties 
égales ,  on  le  fait  par  le  moyen  de  la  di- 
vißon ,  laquelle  nous  apprend  à  déterminer 
la  grandeur  d'une  de  ces  parties.  Quand- 
en  veut  ,  par  exemple  ,  décompofer  le 
nombre  1 2  en  trois  parties  égales ,  on  trouve 
par  la  divifion  que  chacune  de  ces  parties 
eft  égale  à  4. 

Voici  quelques  expreffions  dont  on  fe 
fert  dans  cette  opération.  Le  nombre  qu'on 
doit  décompofer  ou  divifer ,  s'appelle  le 
dividende  y  le  nombre  des  parties  égales 
qu'on  cherche  fe  nomme  le  divifeur  ;  la 
grandeur  d'une  de  ces  parties ,  déterminée 
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par  la  divifion ,  s'appelle  le  quotient  s  ainfi 
dans  l'exemple  cité  : 

12   eft  le  dividende , 

3  efl  le  divifeur  ^  & 

4  efl  le  quotient. 

46. 

Il  s'enfuit  de-là  ,  que  ü  l'on  divife  un 
nombre  par  2  ou  en  deux  parties  égales, 
il  faut  qu'une  de  ces  parties ,  ou  le  quotient, 
prife  deux  fois ,  faiTe  exaftement  le  nombre 
propofé  ',  &  pareillement  que  fi  l'on  a  un 
nombre  à  divifer  par  3  ,  le  quotient  pris 
trois  fois  doit  redonner  le  même  nombre. 
Il  faut  en  général  que  la  multiplication  du 
quotient  par  le  divifeur  reproduife  toujours 
le  dividende. 

47- 

C'ed:  aufîi  pourquoi  on  prefcrit  pour  la 
divifion  la  regle ,  de  chercher  un  nombre 
ou  quotient  tel ,  qu'étant  multiplié  par  le 
divifeur ,  il  en  réfulte  précifément  le  divi- 
dende. 
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dende.  Par  exemple  ,  s'il  s'agit  dé  divifer 
3  5  par  5 ,  on  cherche  un  nçmbre  qui ,  mul- 
tiplié par  5  ,  produire  35.  Or  ce  nombre 
ell  7  ,  puifque  cinq  fois  7  fait  3  5.  La  façon 
de  parler  dont  on  fait  ufage  dans  ce  rai- 
fonnement ,  efl  celle-ci:  5  en  3  5  j'ai 7  fois; 
&  5  fois  7  font  35. 

48. 

On  fe  repréfente  donc  le  dividende 
comme  un  produit ,  duquel  un  des  fafteurs 
eft  égal  au  divifeur  ,  l'autre  faéleur  indi- 
quant enfuite  le  quotient.  Ainfi  en  fuppo- 
fant  qu'on  ait  63  à  divifer  par  7  ,  on  cher- 
chera un  produit  tel ,  qu'en  prenant  7  pour 
un  de  fes  fafteurs  ,  l'autre  faéteur  multiplié 
par  celui-ci  donne  exactement  63.  Or  7.9 
ell:  un  tel  produit ,  &  par  conféquent  9  eft 
le  quotient  qu'on  obtient  en  divifant  63 
par  7. 

S'il  efl  queftion  à  préfent  de  divifer  en 
général  un  nombre  ab  par  fz ,  il  eft  évident 
Tome  /,  C 
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que  le  quotient  fera  b  y  parce  que  a  mul- 
tiplié par  b  redonne  le  dividende  a  b.  Il  eft 
clair  aufli  que  fi  l'on  avoit  à  diviler  ab 
par  b  5  le  quotient  feroit  a, 

Ainix  en  général  dans  tous  les  exemples 
de  diviiion  qu'on  peut  avoir  faits ,  fi  l'on 
divife  le  dividende  par  le  quotient ,  on  ob- 
tiendra de  nouveau  le  divifeur  :  de  même 
que  24  divifé  par  4  donne  6  ,  24  divife 
par  6  donnera  4. 

50. 

Comme  tout  fe  réduit  à  repréfenter  le 
dividende  par  deux  faéleurs  ,  dont  l'un  foit 
égal  au  divifeur ,  l'autre  au  quotient ,  on 
comprendra  facilement  les  exemples  qui 
fuivent.  Je  dis  d'abord  que  le  dividende 
abc  ^  divifé  par  a  ,  donne  bc  ^  car  a  ,  mul- 
tiplié par  bc  ^  fait  abc;  pareillement  abc^ 
étant  divifé  par  b ^  on  aura  ac  ;  &  abcy 
divifé  par  ac ,  donne  b.  Je  dis  aulîî  que 
12  mn  ,  divifé  par  3  m^  fait  4  tz  ;  car  3  m, 
multiplié  par  4/2,  fait  11  mn.  Mais  fi  ce 
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înême  nombre  \^  mn  avoir  dû  être  diviie 
par  1 2  ,  on  auroit  obtenu  le  quotient  m  n» 

51- 

Puifque  tout  nombre  a  peut  être  exprime 
par  I  a  ou  uîi  a  ^  il  efl  évident  que  (i  l'on 
avoit  à  divifer  a  ou  i  a  par  i  ,  le  quotient 
feroit  le  même  nombre  a.  Mais  au  con- 
traire ,  il  le  même  nombre  a  ou  i  a  doit 
fe  divifer  par  a  ,  le  quotient  fera  i. 

52. 

Il  n'arrive  pas  toujours  qu'on  peut  re- 
préfenter  le  dividende  comme  le  produit 
de  deux  fa61eurs  ,  dont  l'un  foit  égal  au 
divifeur ,  &  la  divifion  alors  ne  peut  pas 
fe  faire  de  la  manière  que  nous  avons^dir. 

Quand  on  a ,  par  exemple  ,  24  à  divifer 
par  7  ,  on  voit  d'abord  que  le  nombre  7 
n'eft  pas  un  fafteur  de  24;  car  7.3  ne  fait 
que  2 1  ,  &  par  conféquent  trop  peu ,  & 
7.4  fait  18  ,  qui  efl:  déjà  plus  grand  que  24. 
Mais  on  voit  du  moins  par-là  que  le  quotient 

C  ij 
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doit  être  plus  grand  que  3  ,  &  plus  petit 
que  4.  Afin  donc  de  le  déterminer  exac- 
tement, on  emploie  une  autre  efpece  de 
nombres ,  qu'on  nomme  les  fractions ,  & 
de  laquelle  nous  traiterons  dans  un  des 
chapitres  fuivans. 

53- 

Avant  qu'on  paffe  à  l'ufage  des  fractions , 
on  a  coutume  de  fe  contenter  du  nombre 
entier  qui  approche  le  plus  du  quotient  vé- 
ritable ,  mais  en  faifant  attention  au  réfidu 
qui  reile  ;  ainfi  l'on  dit ,  7  en  24  j'ai  3  fois , 
&  le  réfidu  eft  3  ,  parce  que  3  fois  7  ne 
fait  que  21 ,  &  par  conféquent  3  de  moins 
que  24.  On  conßderera  de  la  même  ma- 
nière les  exemples  fuivans  : 
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30 


5  c'eft-à  dire  que  le  divifeur  eil      6, 

que  le  dividende  eft  3  4, 

que  le  quotient  eft       5, 

&  que  le  réfidu  eft         4, 
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41 
3^ 


ici  le  divifeur  eft  9 , 

le  dividende  eft    41  , 

5  le  quotient  eft         4 , 

&  le  réfîdu  eft  5. 

Il  faut  obferver  la  regle  fuivante  dans 

les  exemples  où  il  refte  un  réfidu. 

54- 

Quand  on  multiplie  le  divifeur  par  le 
quotient ,  &  qu'au  produit  l'on  ajoute  le 
réfidu ,  il  faut  qu'on  obtienne  le  dividende  ; 
c'eft  la  manière  de  vérifier  la  divifion  ,  & 
de  voir  fi  l'on  a  bien  calculé  ou  non.  C'efl 
ainfi  que  dans  le  premier  Aqs  deux  derniers 
exemples ,  fi  l'on  multiplie  6  par  5 ,  &  qu'au 
produit  30  on  ajoute  le  réfidu  4 ,  il  vient 
34  ou  le  dividende. 

De  même  dans  le  dernier  exemple ,  ü 
l'on  multiplie  le  divifeur  9  par  le  quotient  4, 
&  qu'au  produit  36  on  ajoute  le  réfidu  5  ^ 
on  obtient  le  dividende  4 1 . 


C  iij 
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5  5- 

Il  eft  enfin  néceffaire  aufîî  de  faire  re- 
marquer ici  à  l'égard  des  fignes  -j-  P^^^  > 
&  — '  moins ,  que  fi  l'on  divife  -^ab  par 
-j-  a  ,  le  quotient  fera  -j-  ^  ,  ce  qui  eft 
évident. 

Mais  que  s'il  s'agit  de  divifer  -\-ab  par 

—  a  j  le  quotient  fera  —  b  ;  parce   que 

—  a  multiplié  par  — b  fait  -\-ab,  Enfuiie: 
Que  fi  le  dividende  eft  — ab,  &  qu'il 

s'agilTe  de  le  divifer  par  le  divifeur  4"^> 
le  quoienr  fera  —  b  ;  parce  que  c'efi:  —  b 
qui ,  multiplié  par  -|-  a  ,  fait  —  ab.  Enfin, 
que  s'il  efi:  quefi:ion  de  divifer  le  dividende 
' —  db  par  le  divifeur  —  a ,  le  quotient  fera 
'^b  ;  parce  que  le  dividende  — ab  eil  le 
produit  de  —  a  par  -}-  b, 

56. 

La  divifion  admet  donc  quant  aux  fignes 
^& —  les  mêmes  règles  que  nous  avons 
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VU  avoir  lieu  pour  ia  multiplication  j  à 
favoir  : 

-|-  par  -|-  fait  -|~  :  -|~  P^^"  —  ^^i^  —  * 
—  par  -(-  fait  —  :  —  par  —  fait  ~|-  y 
ou  en  peu  de  mots  ,  les  mêmes  fignes  don- 
nent plus  y  les  fignes  contraires  donnent 
moins, 

57- 

Ainft  quand  on  divife  i8  /^^  par  —  3/;,' 
le  quotient  eft  —  6  q. 

De  plus:  —  ^oxy  divifé  par  4-6jk  donne  —  5  a; 
&  —  54  ahc  divifé  par  —  9  ^  donne  ■\-(>ac  i 

car  5  dans  ce  dernier  exemple ,  — 9  /^  mul- 
tiplié par  '\'  6  ac  fait  —  6.9  abc  ^  ou 
—  54  a^c;  mais  nous  croyons  à  préfent 
en  avoir  affez  dit  fur  la  divifion  en  quan- 
tités fîmples  j  nous  ne  tarderons  donc  pas 
à  pafTer  à  l'explication  des  fractions ,  après 
avoir  ajouté  encore  quelques  remarques  fur 
la  nature  des  nombres  j  eu  égard  à  leurs 
divifeurs. 

C  Ir 
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CHAPITRE     VL 

Des  propriétés  des  Nombres  entiers  par 
rapport  à  leurs  divifeurs, 

58. 

V^  OMME  nous  avons  vu  que  quelques 
nombres  font  diviiibles  par  de  certains  di- 
vifeurs,  pendant  que  d'autres  ne  le  font  pas, 
îl  eft  néceflaire  pour  parvenir  à  une  con- 
noiflance  plus  particulière  des  nombres  , 
de  bien  faire  attention  à  cette  différence , 
tant  en  diftinguant  les  nombres  divißbles 
par  des  divifeurs  de  ceux  qui  ne  le  font  pas  , 
qu'en  confidérant  le  réfidu  qui  refte  dans 
la  divifion  de  ces  derniers.  Pour  cet  effet 
examinons  les  divifeurs  : 

^;»  3)  4^  5?  6,7,  8,  9,  10,  &c. 

59- 

Soit  d'abord  le  divifeur  2  5  les  nombres 
qui  peuvent  être  divifés  par  celui-là  font  : 
2.^4,(5,8jiO;ii2,  14, 16 ^iS^  zoj&c. 
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ïefquels ,  comme  on  voit ,  croiflent  tou- 
jours de  deux  unités.  On  appelle  ces  nom- 
bres ,  quelque  loin  qu'ils  puifTent  fe  conti- 
nuer ,  des  nombres  pairs. 

Mais  il  eft  d'autres  nombres  ;  à  fa  voir: 

I?  3?  5>7,95  II.  13.  15  '  17,  i9»&c- 
qui  font  toujours  d'une  unité  plus  petits  ou 

plus  grands  que  ceux-là ,  &  qu'on  ne  peut 

divifer  par  2 ,  fans  qu'il  refte  le  réfidu  i  ; 

on  nomme  ceux-ci  les  nombres  impairs. 

Les  nombres  pairs  font  tous  compris  dans 

la  formule  générale  la  ;  car  on  les  obtient 

tous  en  mettant  fucceffivement  à  la  place 

de  a  les  nombres  entiers  i ,  2,  3 , 4,  5 , 6, 7  , 

&c.  &  de-là  il  s'enfuit  que  les  nombres 

impairs  font  tous  compris  dans  la  formule 

2  a  -}-  I ,  parce  que  za~\-i  eft  d'une  unité 

plus  grand  que  le  nombre  pair  2  a. 

60. 

En  fécond  lieu ,  foit  pour  divifeur  le 
nombre  3,  :  les  nombres  divifibles  par  ce 
divifeur  font , 
3,6,9, 12,15,18,21,24,  &  ainfi  de  fuite. 
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Et  ces  nombres  peuvent  fe  repréfenter  par 
la  formule  3  a  ;  car  3  a  divifé  par  3  donne 
le  quotient  a  fans  réiidu.  Tous  les  autres 
nombres  au  contraire  qu'on  voudroit  di- 
vifer  par  3  ,  donneront  1  ou  2  de  réfidu , 
&  font  par  conféquent  de  deux  fortes.  Ceux 
qui  après  la  divifion  lailTent  le  refte  i ,  font  : 

I,  4,7,  10,  13,  16,  19, &c. 
&  font  contenus  dans  la  formule  '^ci'-^i  *y 
mais  l'autre  efpece  ,   où  les  nombres  qui 
donnent  le  refte  2 ,  font  : 

2,5,8,  II,  14,  17,  20,  &c. 
&  la  formule  qui  les  exprime  générale- 
ment efl  3  a  -[-*  2  ;  de  façon  donc  que  tous 
les  nombres  peuvent  s'indiquer  ou  par  3a, 
ou  par  3  a-j-i  ,  ou  par  3  a-}- 2, 

61. 

Suppofons  maintenant  que  4  foit  le  di- 
vifeur  en  qüeilion  ,  les  nombres  qu'il  di- 
vifé font:  I 

4,  8,  12,  i^j  20,  24,  &c. 
lefquels  augmentent  régulièrement  par  4 , 
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&  font  contenus  dans  la  formule  40.  Les 
autres  nombres,  c'eft-à-dire  ceux  qui  ne 
font  pas  divifibles  par  4,  peuvent  laifTer  le 
réfidu  I ,  ou  être  de  i  plus  grands  que  ceux- 
là  :  comme 

i>  5>9>  n»  17?  iïî  25, &c. 
&  être  par  conféquent  compris  dans  la  for- 
mule 4a-[-  I  ; 

ou  bien  ils  peuvent  donner  le  réfidu  2  j 
comme 

2,6,  10,  14,  18,  22,  26,  &c. 

&  s'exprimer  par  la  formule  4  a -[-2;  ou 
enfin  ils  donneront  le  refte  3  ;  comme 

3>7»  II.  M'  191  ^3j  ^7.  &c- 
&  feront  indiqués  par  la  formule  4fz-j-3, 
Tous  les  nombres  entiers  poffibles  font 
donc  contenus  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
quatre  exprefîions: 

4a,  4a~|-i  j  4^-l"^>  4<^'4"3» 
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Il  en  eft  à  peu  près  de  même  quand  le 
divifeur  eft  5  ;  car  tous  les  nombres  divi- 
fîbles  par  celui-là  font  contenus  dans  la 
formule  5  a ,  &  ceux  qu'on  ne  peut  divifer 
par  5 ,  reviennent  à  une  des  formules  qui 
fuivent  : 

5^+1.  5ö-f2,  5^+3,  5^  +  4; 
&  c'eft  de  la  même  manière  qu'on  pourra 
continuer  &  confidérer  de  plus  grands  di» 
vifeurs. 

63. 

Il  eft  à  propos  de  fe  rappeller  ici  ce 
qui  a  été  dit  plus  haut  de  la  réfolution  des 
nombres  en  leurs  fa6leurs  fimples  ;  car 
tout  nombre  ,  parmi  les  fa6leurs  duquel  fe 
trouve 

2  ou  3  ou  4  ou  5  ou  7 , 
ou  un  autre  nombre  quelconque ,  fera  di- 
vi(ible  par  ces  nombres.  Par  exemple  : 
60  étant  autant  que  2.2.3,5 , 
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il  efl:  clair  que  60  eil  divifible  par  2  ,  & 
par  3  &  par  5  (*). 

{*)  Il  y  a  quelques  nombres  qu'on  voit  aïïez  facile« 
ment  être  divifeurs  ou  non  d'un  nombre  propofé. 

Un  nombre  propofé  ert  divifible  par  2  ,  fi  le  dernier 
chiffre  eft  pair;  il  eft  divifible  par  4,  fi  les  deux  derniers 
chiffres  font  divifibles  par  4  ;  il  efl  divifible  par  8  ,  fi  les 
trois  derniers  chiffres  font  divifibles  par  8  ;  &  en  général 
il  eft  divifible  par  2",  fi  les  n  derniers  chiffres  font  divi-. 
fibles  par  a". 

Un  nombre  eft  divifible  par  3  ,  fi  la  fomme  des  chiffres 
eft  divifible. par  3  ;  il  fe  divife  par  6  ,  fi  outre  cela  ]e  der- 
nier chrffre  eft  pair  ;  il  eft  divifible  par  9  ,  fi  la  fommc 
des  chiffres  peut  fe  divifer  par  9. 

Tout  nombre  dont  le  dernier  chiffre  eft  o  ou  5  ,  eft 
divifible  par  5. 

.  Un  nombre  eft  divifible  par  1 1  ,  lorfque  la  fomme  du, 
premier ,  du  troifieme  ,  du  cinquième  ,  &c.  chiffre  eft 
égale  à  la  fomme  du  fécond  ,  du  quatrième  ,  du  fixieme  » 
&c.  chiffre. 

Il  eft  aflez  facile  de  fe  rendre  raifon  de  ces  règles ,  & 
de  les  étendre  aux  produits  des  divifeurs  que  nous  venons 
de  confidérer  ;  on  peut  imaginer  auftl  des  règles  pour 
quelques  autres  nombres  .  mais  l'application  en  leroit  or- 
dinairement plus  longue  que  l'eflài  de  ladivifion  réelle. 

Je  dis  ,  par  exemple  ,  que  le  nombre  53.704689213  eft 
divifible  par  7 ,  parce  que  je  trouve  que  la  fomme  des 
.chiffres  du  nombre  64004245433  eft  divifible  par  7  j  c'eft 
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64. 

De  plus,  comme  la  formule  générale 
ahcd  Q^t  non- feulement  diviiible  par  a ,  & 
If^ßiCy&cd,  mais  auffi  par 

fl^j  ac ,  ad  ^  bc  ^bdy  cd^  &  par 
abc ,  abdy  acd^  bcd ,  &  enfin  par 
abcd^  c'efl-à-dire ,  par  fa  propre  valeur  ; 
il  s'enfuit  que  60,  ou  2.2,3.5  »  P^^^  ^^ 
divifer  non  -  feulement  par  ces  nombres 
iimples ,  mais  auffi  par  ceux  qui  font  corn- 
pofés  de  deux  nombres  fimples ,  c'efl-à- 
dire  ,  par  4,6,  10,  15. 

Et  pareillement  par  ceux  qui  font  com- 
pofés  de  trois  faveurs  fimples ,  c'efl  à-dire 
par  12 ,  20,  30  ,  &  enfin  aufli ,  par  60 
même. 

65. 

Quand  on  aura  donc  repréfenté  un  nom« 

que  ce  fécond  nombre  eft  formé  ,  fuivant  une  regle  aflez 
fimple ,  des  réfidus  qu'on  trouve  en  divifant  par  7  les 
nombres  10,  100,  1000  ,  &c.  io,  aoo,  2009,  &c.  Juf- 
qu'à  60 ,  600  ,  6000  ,  &c. 
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bf e  pris  à  volonté ,  par  Tes  fafteurs  fîmples  , 
il  fera  très- facile  d'indiquer  tous  les  nom- 
bres par  lefquels  celui-là  pourra  être  divifé. 
Car  on  n'a  qu'à  prendre  d'abord  les  fac- 
teurs (impies  un  à  un  ,  &  enfuite  les  mul- 
tiplier enfemble  deux  à  deux ,  trois  à  trois, 
quatre  à  quatre ,  &c.  jufqu'à  ce  qu'on  ar- 
rive au  nombre  propofé. 

66. 

Il  faut  remarquer  ici  avant  toutes  chofes, 
que  tout  nombre  eft  diviftble  par  i  ;  &  de 
même  que  tout  nombre  eft  divifible  par 
lui-même  ;  de  forte  donc  que  chaque  nom- 
bre a  au  moins  deux  fafteurs  ou  divifeurs  ; 
à  favoir  ce  nombre  même  &  l'unité  ;  mais 
tout  nombre  qui  n'a  pas  d'autre  divifeur  que 
ces  deux,  appartient  à  la  clalTe  des  nombres 
que  nous  avons  nommés  plus  haut  nombres 
ßmples  ou  premiers. 

Hors  ceux  -  là  tous  les  autres  nombres 
compofés  ont ,  outre  l'unité  &  foi-même  , 
d'autres  divifeurs  ^  comme  on  peut  le  voir 
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par  la  table  fuivante  ,  dans  laquelle  ort 
a  mis  fous  chaque  nombre  tous  fes  divi- 
feurs  (*). 

TABLE. 


"^'^m 

.«•^— 

20 

I 

2 

.3 

4 

_1 

6 

7 

8 

9 

10 

II 

12  13 

_V4 

15 

16 

17 

18,19 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

1 

I 

I 

I 

1 

I 

a 

3 

2 
4 

5 

2 

3 
6 

7 

2 

4 
8 
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2 

5 

10 

II 

2 

3 

4 
6 

12 

13 

2 

7 
14 

3 

5 

15 

2 

4 

8 

16 

17 

2 

3 
'6 

9 

18 

19 

2 

4 

5 

10 

20 

1      I 

2 

2 

3 

2 

4 

2 

4 

3 

4 

2 

6    2 

4 

4 

5 

2 

6   2 

6 

\f- 

P- 

Z'- 

iriasB 

/'• 

P- 

Z'- 

f- 

IB^ 

Z'- 

>• 



Enfin  l'on  doit  obferver  que  o ,  ou  ^éro  y 
peut  être  regardé  comme  un  nombre  qui 

(*)  On  a  une  pareille  table  pour  tous  les  divifeurs  des 
nombres  naturels,  depuis  i  jufqu'à  10000,  qui  a  été 
publiée  à  Leyde  en  1767  par  M.  Henri  Anjema.  On  a; 
encore  une  autre  table  de  diviieurs ,  qui  va  jufqu'à  looooo; 
mais  dans  laquelle  il  n'y  a  que  le  plus  petit  divifeur  de 
chaque  nombre.  Elle  fe  trouve  dans  le  Diftionnaire  An- 
glois  de  Harris  ,  dans  le  Difîionnaire  Encyclopédique  & 
dans  le  Recueil  de  M.  Lambert ,  que  nous  avons  déjà  cité 
à  l'article  40.  Elle  eft  même  continuée  dans  ce  dernier 
Ouvrage  jufqu'à  102000. 

a  I«t 
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a  la  propriété  d'être  divifible  paf  tous  les 
nombres  poiîibles  j  parce  que  par  quelque 
nombre  a  que  l'on  ait  à  divifer  o ,  le  quo- 
tient fe  trouve  toujours  être  o  ;  car  il  faut 
bien  remarquer  que  la  multiplication  d'un 
nombre  quelconque  par  ^éro  ne  produit 
rien ,  &  qu'ainß  o  fois  a ,  ou  o  ^ ,  eil  o. 

CHAPITRE     VIL 

Des  Fraoiions  en  généraL 

68. 

\^  u  A  N  D  un  nombre ,  comme  7  ,  par 
exemple ,  eil  dit  n'être  pas  diviiîble  par  un 
autre' nombre  ,  fuppofons  par  3  ,  cela  veut 
feulement  dire  que  le  quotient  ne  peut  pas 
être  exprimé  par  un  nombre  entier  ,  &:  il 
ne  faut  point  du  tout  croire  qu'on  ne  puille 
pas  fe  faire  une  idée  de  ce  quotient. 

On  n'a  qu'à  s'imaginer  une  ligne  longue 
de  7  pieds ,  perfonne  ne  doutera  qu'il  ne 
Tome  /,  D 
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foit  pofîîble  de  divifer  cette  ligne  en  3  par- 
ties égales ,  &  de  fe  faire  une  idée  de  la 
longueur  d'une  de  ces  parties, 

69. 

Puis  donc  qu'on  peut  Te  faire  une  idée 
nette  du  quotient  qu'on  obtient  dans  des 
cas  femblables  ,  quoique  ce  quotient  ne 
foit  pas  un  nombre  entier,  on  fe  trouve 
conduit  par  là  à  coniidérer  une  efpece  par- 
ticulière de  nombres ,  qu'on  nomme  Jrac- 
dons  ou  nombres  rompus. 

L'exemple  allégué  en  fournit  une  preuve. 
S'il  s'agit  de  divifer  7  par  3  ,  on  fe  repré- 
fente  facilement  le  quotient  qui  doit  en 
réfulter,  &  on  l'exprime  par  j;  en  mettant 
le  divifeur  fous  le  dividende ,  &  en  fépa- 
rant  les  deux  nombres  par  un  trait. 

70. 

Ainfî  quand  en  général  le  nombre  a  doit 
être  divifé  par  le  nombre  b ,  on  indique  le 
quotient  par  ^ ,  &  on  appelle  cette  façon 
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de  s'exprimer,  une  fraci ion.  On  ne  peut 
donc  donner  mieux  une  idée  d'une  fraction 
j ,  qu'en  difant  qu'on  indique  de  cette  ma- 
nière le  quotient  qui  provient  de  la  divi(ion 
du  nombre  fupérieur  par  le  nombre  infé- 
rieur. Il  faut  fe  fouvenir  aufli  que  dans 
toutes  ces  fraftions  le  nombre  inférieur  fe 
nomme  le  dénominateur ,  &  que  celui  qui 
eil  au  -  deflus  du  trait  s'appelle  le  numé- 
rateur, 

71- 

Dans  la  fra6lion  citée  ,  | ,  qu'on  pro- 
nonce fept  tiers  ,  7  eil  donc  le  numéra- 
teur ,  &  3  eft  le  dénominateur. 

Il  faut  de  même  prononcer 
J,  deux  tiers:         -,  trois  quarts; 
I ,  trois  huitièmes  ;  ~  ,  douze  centièmes  ; 
mais  \  fe  prononce  un  demi  ,  &  non  pas 
un  deuxième. 

72. 

Afin  de  parvenir  à  une  connoifTance  plus 
parfaite  de  la  nature  des  fra6lions ,  nous 

D  ij 
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commencerons  par  considérer  le  cas  oh 
le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur, 
comme  dans  J.  Or  puifqu'on  indique  par 
là  le  quotient  qu'on  obtient ,  quand  on  di- 
vife  a  par  a ,  il  eft  clair  que  ce  quotient 
efl:  exaftement  l'unité ,  &  que  par  confé- 
quent  cette  fraftion  ^  vaut  autant  que  i  , 
ou  un  entier  ;  il  s'enfuit  de  plus  que  toutes 
les  fraélions  qui  fuivent  : 

font  toutes  égales  en  valeur  l'une  à  l'autre, 
valant  chacune  i  ,  ou  un  entier. 

73- 

Nous  venons  de  voir  qu'une  fra61ion  qui 
a  le  numérateur  égal  au  dénominateur,  vaut 
l'unité.  Il  faut  donc  que  toutes  les  fra6tions 
dont  les  numérateurs  font  plus  petits  que 
les  dénominateurs ,  ayent  une  valeur  moin- 
dre que  l'unité.  Car  fi  j'ai  un  nombre  à  di- 
vifer  par  un  autre  qui  eft  plus  grand ,  il  me 
vient  nécelîairement  moins  que  i  :  une 
ligne ,  par  exemple ,  de  deux  pieds  de  long , 
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devant  être  coupée  en  trois  parties ,  une 
feule  de  ces  parties  fera  fans  contredit  plus 
courte  qu'un  pied  ,  il  efl  donc  évident  que 
I  eft  plus  petit  que  i  ,  &  cela  par  la  même 
raifon  que  le  numérateur  2  eil:  plus  petit  que 
le  dénominateur  3. 

74- 

Si  le  numérateur  efl  au  contraire  plus 
grand  que  le  dénominateur,  la  valeur  de 
la  fraftion  ell:  plus  grande  que  l'unité.  C'effc 
ainfî  que  |  vaut  plus  que  i  ;  car  \  eft  autant 
que  \  &  encore  \.  Or  \  eft  autant  que  i , 
par  conféquent  \  vaut  i  \  ,  c'ell  -  à  -  dire , 
un  entier  &  encore  un  demi.  De  même 
I  valent  i-  9  \  valent  i  ^,  &  j  valent  2  --. 
Et  en  général  il  fuffit  dans  ces  cas  de  ài- 
vifer  le  nombre  fupérieur  par  l'inférieur, 
&  de  joindre  au  quotient  une  fra8:ion  qui 
ait  le  réfîdu  pour  numérateur ,  &  le  divi- 
feur  pour  dénominateur.  Si  la  fra6lion  don- 
née étoit  y  par  exemple ,  j^ ,  on  auroit  au 
quotient  35^7  pour  réiidu  ;  d'où  i'oq 

Diij 
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concluroit  que  j^  eil  la  même  chofe  que 
3  il. 

On  voit  par-là  comment  les  fraftions, 
dont  les  numérateurs  furpafîent  les  déno- 
minateurs ,  fe  réfolvent  en  deux  membres, 
l'un  defquels  efl:  un  nom^bre  entier,  &  l'autre 
un  nombre  rompu  ,  dont  le  numérateur  efl: 
plus  petit  que  le  dénominateur.  On  nomme 
ces  fraftions ,  qui  contiennent  un  ou  plu- 
sieurs entiers  ,  des  fractions  impropres  par 
oppofition  aux  fra8:ions  réelles  ou  propre- 
ment dites  ,  qui  ayant  le  numérateur  plus 
petit  que  le  dénominateur ,  font  moindres 
que  l'unité  ou  qu'un  entier. 

76. 

On  a  coutume  de  fe  faire  une  idée  de 
la  nature  des  fraftions  encore  d'une  autre 
înaniere ,  qui  éclaircit  aiTez  bien  la  chofe. 
Si  l'on  coniidere  ,  par  exemple,  la  fraftion 
^,  il  ell  évident  qu'elle  eft  trois  fois  plus 
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grande  que  -.  Or  cette  fraélion  ^  fignifie 
que  il  l'on  partage  i  en  4  parties  égales , 
ce  fera-là  la  valeur  d'une  de  ces  parties  ; 
il  eft  donc  clair  qu'en  prenant  enfemble  3 
de  ces  parties ,  on  aura  la  valeur  de  la 
fraction  - . 

On  peut  confidérer  de  la  même  manière 
toute  autre  fraftion  ,  par  exemple,  ^;  fi 
l'on  partage  l'unité  en  i  2  parties  égales , 
7  de  ces  parties  équivaudront  à  la  fradion 
propofée. 

77- 

Ceft  aufli  à  cette  manière  de  repréfen- 
ter  les  fradlions ,  que  les  dénominations 
fufdites  de  numérateur  &:  de  dénominateur 
doivent  leur  origine.  Car^  comme  dans  la 
fraftion  précédente  ^,  le  nombre  qui  eil 
fous  le  trait  indique  que  c'eft  en  i  2  parties 
que  l'unité  doit  fe  diviferj  par  conféquent  ^ 
comme  il  défîgne  ou  nomme  ces  parties, 
on  ne  l'a  pas  nommé  fans  raifon  le  déno^ 
minatcur, 

D  H 
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De  plus ,  comme  le  nombre  fupériêur  , 
favoir  7  ,  indique  que  pour  avoir  la  valeur 
de  la  fra6lion  il  fauc  prendre  ou  rafîembler 
7  de  ces  parties ,  6c  que  par  conféquent 
il  les  compte  pour  ainfi  dire ,  on  a  jugé  à 
propos  de  nommer  ce  nombre  qui  eft  au- 
deßus  du  trait ,  le  numérateur, 

78. 

Pijifqu'il  efl:  aifé  de  comprendre  ce  que 
c'eft  que  -  ,  quand  on  fait  ce  que  fignifie  -  ^ 
nous  pouvons  coniidérer  les  fra6lions  dont 
le  numérateur  efl  l'unité  ,  comme  faifant  le 
fondement  de  toutes  les  autres.  Telles  font 
les  fra6lions 

liili       LLL-Li_J.      fkrr 

2   5    3  '    4  '    5   '    6   >    7  5    8  '    9   '    10  >    II  >    li  '    ^^' 

&  ii  faut  remarquer  que  ces  fraftions  vont 
toujours  en  diminuant  ;  car  plus  vous  divifez 
un  entier,  ou  plus  le  nombre  des  parties  que 
vous  en  faites  eft  grand ,  plus  au  contraire 
chacune  de  ces  parties  devient  petite.  C'eft 
ainfi  que  £  eft  plus  petit  que  ^  ;  que  —  plus 
petit  que  i^i  &  i^,  plus  petit  que  ^^. 
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79- 

On  a  vu  que  plus  on  augmente  le  dé- 
nominateur de  pareilles  fra6lions ,  &  plus 
leurs  valeurs  deviennent  petites.  On  pour- 
roit  donc  demander  s'il  ne  fe  3it  pas  pofiible 
de  faire  ce  dénominateur  fi  grand ,  que  la 
fra8:ion  fe  réduisît  à  rien  ?  Nous  répon- 
drons que  non  -,  car  en  combien  de  parties, 
innombrables  même  ,  que  vous  divifiez 
l'unité  ;  par  exemple  ,  la  longueur  d'un 
pied  ,  ces  parties  ne  lailTeront  pas  de  con- 
ferver  une  certaine  grandeur ,  &  ne  feront 
par  conféquent  jamais  abfolument  rien. 

80. 

Il  efl  vrai  que  fi  Ton  divife  la  longueur 
d'un  pied  en  1 000  parties ,  par  exemple  ; 
ces  parties  ne  tomberont  plus  facilement 
fous  nos  fens.  Mais  regardez-les  par  un  bon 
microfcope ,  elles  paroîtront  afîez  grandes 
pour  pouvoir  çtre  divifées  encore  en  100 
parties  &  davantage. 
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Il  ne  s'agit  cependant  pas  du  tout  ici  de 
ce  qu'il  dépend  de  nous  de  faire ,  ou  de 
ce  que  nous  fommes  capables  d'exécuter 
réellement,  &  de  ce  que  nos  yeux  peuvent 
appercevoir  ;  il  eft  queftion  plutôt  de  ce 
qui  eft  poffible  en  foi  -  même.  Or  il  eft 
certain  dans  ce  fens  ,  que  quelque  grand 
qu'on  veuille  fuppofer  le  dénominateur ,  la 
fraftion  pourtant  ne  s'évanouira  jamais  en- 
tièrement ,  ou  ne  deviendra  jamais  tout- 
à-fait  égale  à  o. 

81. 

On  n'arrive  donc  jamais  entièrement  à 
rien ,  quelque  grand  qu'on  faffe  lé  déno- 
minateur ;  &  ces  fractions  confervant  tou- 
jours encore  une  certaine  grandeur  ,  on 
peut  continuer,  fans  jamais  celTer,  la  fuite 
de  fra6lions  de  l'article  78.  Cette  propriété 
a  fait  dire  qu'il  faudroit  que  le  dénomi- 
nateur fût  mfini  ou  infiniment  grand,  pour 
que  la  fraftion  fe  réduisît  enfin  à  o ,  ou  à 
rienj  &  ce  mot  diinßnl  fignifie  en  effet 
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ici  qu'on  ne  parviendroit  jamais  à  une  fin 
avec  la  fuite  défaites  fraélions. 

82. 

On  fe  fert  pour  repréfenter  cette  idée, 
qui  eft  très-fondée ,  du  (igné  00  ,  lequel  par 
conféquent  fignifie  un  nombre  infiniment 
grand  ;  &  on  peut  donc  dire  que  cette  frac- 
tion 1.  eft  un  rien  réel ,  par  la  raifon  même 
qu'une  fraö:ion  ne  fauroit  fe  réduire  à  rien , 
auffi  long-temps  que  le  dénominateur  n'a 
pas  été  augmenté  à  l'infini, 

83.      - 

Il  efl  d'autant  plus  néceffaire  de  faire 
attention  à  cette  idée  de  l'infini ,  qu'elle 
efl  déduite  des  premiers  fondemens  de  nos 
connoißances  ,  &  qu'elle  fera  de  la  plus 
grande  importance  dans  ce  qui  fuivra. 

Nous  pouvons  ici  déjà  en  tirer  des  con- 
féquences  aufîi  belles  que  dignes  de  notre 
attention. 

La  fraction  JL  indique  le  quotient  de  la 
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divifîon  du  dividende  i  par  le  divifeur  ooi 
Or  nous  favons  qu'en  divifant  le  dividen- 
de I  par  le  quotient  ^,  qui  efl: ,  comme 
nous  avons  vu ,  autant  que  o ,  on  retrouve 
le  divifeur  oo  :  voici  donc  une  nouvelle 
notion  de  l'infini  que  nous  acquérons  5  nous 
apprenons  qu'il  provient  de  la  divifion  de  i 
par  o  ;  &  l'on  efl  par  conféquent  fondé  à 
dire  ,  que  i  divifé  par  o  indique  un  nombre 
infiniment  grand  ou  00. 

84. 

Il  eft  néceffaire  encore  ici  de  difîîper 
Terreur  alTez  commune  de  ceux  qui  pré- 
tendent qu'un  infiniment  grand  n'eft  pas 
fufceptible  d'augmentation. 

Cette  opinion  ne  fauroit  fijbfifter  avec 
les  principes  folides  que  nous  venons  d'éta- 
blir j  car  \  fignifiant  un  nombre  infiniment 
grand ,  &  ^  étant  inconteflabîement  le  dou- 
ble de  \  ,  il  efl:  clair  qu'un  nombre  ,  quoi- 
que infiniment  grand,  peut  devenir  encore 
deux  ou  plufieurs  fois  plus  grand. 


N< 
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CHAPITRE     VIII. 

Des  propriétés  des  FraBions, 

85. 


ous  avons  vu  plus  haut  que  chacune 
des  fraftions , 

1  L      1       1      i      Z      i       Ry-r 

fait  un  entier  ,  &  que  par  conféquent  elles 
font  toutes  égales  entr'elles.  La  même  éga- 
lité regne  dans  les  fractions  qui  fuivent , 

2  4        6        s         10        12         o^ 

chacune  d'elles  faifant  deux  entiers  ;  car 
le  numérateur  de  chacune  divifé  par  fon 
dénominateur,  donne  2.  De  même  toutes 
ces  fraftions 

1       1       9  li  IT  18         o^ 

i'2>3^    4'T'    b>  ^'- 
font   égales   entr'elles ,  puifqu'elles  ont  3 
pour  valeur  commune. 


6i  Elément 

86. 

On  peut  pareillement  repréfenter  la 
valeur  d'une  fraélion  quelconque ,  d'une 
infinité  de  manières.  Car  û  l'on  multiplie 
tant  le  numérateur  que  le  dénominateur 
d'une  fraâiion  par  un  même  nombre  ,  que 
Ton  peut  prendre  à  volonté  ,  cette  fraftion 
n'en  confervera  pas  moins  la  même  valeur. 
C'efl;  par  cette  raifon  que  toutes  ces  frac- 
tions 

2  '    4  '    6  '    8  '     lo'     la  '    14  '     16  >     18   >    20  '    *^^* 

font  égales  entr'elles  ,  chacune  valant  ^^ 
De  même 

font  des  fraélions  égales ,  &:  dont  chacune 
vaut  j.  Les  frayions 

ont  pareille  ment' toutes  une  même  valeur  ^ 
&  on  peut  conclure  enfin  en  général  que 
la  fraftion  ^  peut  être  repré Tentée  par  les 
expreffions  fuivantes  ,  dont  chacune  équi- 
vaut à  J  ;  favoir  : 

>"->  27^9  jtj  ^>  yiy  n>  ^^» 
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87. 

Pour  s'en  convaincre  on  n'a  qu'à  écrire 
pour  la  valeur  de  la  fraftion  J  une  certaine 
lettre  c ,  en  entendant  par  cette  lettre  c 
le  quotient  de  la  diviiion  de  a  par  h  ;  Se 
fe  rappeller  que  la  multiplication  du  quo- 
tient c  par  le  divifeur  h  ,  doit  donner  le 
dividende.  Car  puifque  c  multiplié  par  6 
donne  a ,  il  efl  clair  que  c  multiplié  par 
2 h  donnera  la,  que  c  multiplié  par  3^ 
donnera  3  a  ,  &  qu'ainfi  en  général  c  mul- 
tiplié par  ml>  doit  donner  ma.  Or  chan- 
geant maintenant  ceci  en  un  exemple  de 
diviiion ,  &  divifant  le  produit  ma  par  mh^ 
Fun  des  fafteurs ,  il  faut  que  le  quotient 
foit  égal  à  l'autre  facteur  cy  mais  ma  di- 
vifé  par  mb  donne  auiîi  la  fra£lion  ^  • 
laquelle  elt  par  conféquent  égale  à  cy  ôc 
voilà  ce  qu'il  s'agifîbit  de  prouver  :  car  c 
ayant  été  adopté  pour  la  valeur  de  la  frac- 
tion |- ,  il  eft  évident  que  cette  fraélion  efl 
égale  à  la  fra8:ion  ^,  quelque  valeur  que 
l'on  donne  à  m. 


64  E  L  é  M  E  N  s 

88. 

Nous  avons  vu  que  toute  fra6Hon  peut 
être  repréfentée  fous  une  infinité  de  formes , 
dont  chacune  contient  la  même  valeur;  & 
il  efl  indubitable  que  de  toutes  ces  formes , 
c'eft  celle  qui  fera  compofée  des  plus  petits 
nombres ,  dont  on  faifira  le  mieux  la  ilgni- 
fication.  Par  exemple  ,  on  pourroit  mettre 
au  lieu  de  |  les  fraftions  fuivantes , 

4       6       ^       lo       ra        o 
6  >  9  >   H'  ÏT'  TF  J  ^^• 

mais  il  n'eft  pas  douteux  que  j  ne  foit  tou- 
jours de  toutes  ces  exprefîions  celle  dont 
il  efl:  le  plus  facile  de  fe  faire  une  idée. 
Il  fe  préfente  donc  ici  la  queflion  comment 
une  fra61ion  ,  comme  — ,  qui  n'efl:  pas  ex- 
primée par  les  plus  petits  nombres  poffibîes, 
peut  être  réduite  à  fa  forme  la  plus  {impie 
ou  difes  moindres  termes^  c'ell-à-dire  dans 
notre  exemple ,  à  ^. 

•  89. 

Il  fera  facile  de  réfoudre  cette  queftion , 
{i  Ton  confîdere  qu'une  fradion  ne  laifîe 

pas 


d"  A    L    G    E    B    R    Eo  C^ 

pas  de  conferver  fa  valeur  ,  quand  on  mul- 
tiplie fes  deux  termes ,  ou  Ton  numérateur 
&  fon  dénominateur ,  par  un  même  nom- 
bre. Car  de-là  il  s'enfuit  qu'aufîi  en  divifant 
le  numérateur  &  le  dénominateur  d'une 
fra6lion  par  un  même  nombre ,  cette  frac- 
tion doit  conferver  la  même  valeur.  Cela 
fe  voit  encore  plus  clairement  par  le  moyen 
de  la  formule  générale  ^,-  car  fi  l'on  di- 
vife  tant  le  numérateur  ma  que  le  déno- 
minateur m  h  par  le  nombre  m ,  on  obtient 
la  fradion^^,  laquelle,  comme  on  l'a  prouvé 
ci-defîus,  eil  égale  à  ^, 

90. 

Afin  donc  de  réduire  une  fraction  pro- 
pofée  à  fes  moindres  termes ,  il  s'agit  de 
trouver  un  nombre  par  lequel  tant  le  nu- 
mérateur que  le  dénominateur  puilfe  être 
divifé.  Un  nombre  de  cette  efpece  fe  nom- 
me un  commun  div'ifeur^  &  aufîi  long-temps 
qu'on  peut  indiquer  un  commun  divifeur 
entre  le  numérateur  &  le  dénominateur. 
Tome  /,  E 
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il  eft  certain  que  la  fraftion  peut  être  ré- 
duite à  une  exprelîion  plus  petite  ;  mais 
quand  on  voit  au  contraire  qu'à  l'exception 
de  l'unité  aucun  autre  commun  divifeur 
ne  fauroit  avoir  lieu ,  c'efl:  fîgne  que  la 
fraftion  fe  trouve  déjà  fous  la  forme  la 
plus  {impie  qu'il  eft  poffible, 

91- 

Pour  rendre  ceci  plus  clair,  confidérons 
la  fraftion  ^^,  Nous  voyons  d'abord  que 
les  deux  termes  fe  divifent  par  2  ,  &  qu'il 
en  réfulte  la  fraftion  |J.  Enfuite  qu'on  peut 
de  nouveau  divifer  par  2  ,  &  réduire  la 
fraftion  à  ^  ;  &  celle-ci  ayant  encore  2 
pour  commun  divifeur ,  il  efl  clair  qu'on 
peut  la  réduire  à  ^.  Mais  à  préfent  l'on 
s'apperçoit  facilement  que  le  numérateur 
&  le  dénominateur  font  encore  divifibles 
vpar  3  j  faifant  donc  cette  divifîon  on  ob- 
tient la  fra6Hon  | ,  laquelle  éft  égale  à  la 
fraBion  propofée ,  &  indique  l'expreflîon 
la  plus  fimple  à  laquelle  on  puilTe  la  ré- 
duire j  car  2  &  5  n'ont  que  le  commun 
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divifeur  i  ,  lequel  ne  peut  diminuer  ces 
nombres  davantage. 

92. 

Cette  propriété  qu'ont  les  fraélions ,  de 
garder  une  valeur  invariable  ,  foit  qu'on  di- 
vife  ou  qu'on  multiplie  le  numérateur  &  le 
dénominateur  par  un  même  nombre  ;  cette 
propriété  ,  dis  -  je  ,  efl  de  la  plus  grande 
importance  &  fait  le  principe  fondamental 
de  tout  ce  qu'on  enfeigne  fur  les  fractions. 
On  ne  peut  guère ,  par  exemple ,  ajouter 
enfemble  deux  fractions ,  ou  les  fouftraire 
l'une  de  l'autre  ,  avant  que  ,  moyennant 
cette  propriété  ,  on  les  ait  réduites  à  d'au- 
tres formes ,  c'eft-à-dire  à  des  expreflîons 
dont  les  dénominateurs  foient  égaux.  C'eft 
de  quoi  nous  parlerons  dans  le  chapitre 
fuivant. 

93- 

Nous  finirons  celui-ci  par  la  remarque; 
qu'on  peut  aufli  repréfenter  tous  les  nombres 
entiers  par  des  fractions.  Par  exemple ,  6 

Eij 
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eft  autant  que  - ,  parce  que  6  divifé  par  i 
fait  6  ;  &  on  peut  de  la  même  manière 
exprimer  ce  nombre  6  par  les  fraôions 

~,  y  ?  7-  '  ï"  >  ^  "^^  infinité  d'autres  qui 
ont  la  même  valeur. 


CHAPITRE    IX. 

De  r addition  &  de  la  foußraclion  des  Fraclions, 

94. 

X-iORSQUE  les  fra6-l:ions  ont  des  dénomi- 
nateurs égaux ,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à 
les  ajouter  &  à  les  fouflraire  -,  car  ^  -j-  ^  eft 

autant  que  -,  &  - —  -  autant  que  y.  On 
n'opère  dans  ce  cas ,  foit  pour  l'addition , 
foit  pour  la  fouHraélion  ,  que  fur  les  nu- 
mérateurs ,  &  on  met  fous  le  trait  le  dé- 
nominateur commun  j  ainfî 

-^  +  ^  —  :^  —  i^  +  ^  fait  .^; 

100   I   100     100     100   I   100      lOO  ' 

31_^_  i^_LüfaitÜ  ou  ^; 

50  50  jo     I       50  jo  25  ' 

-—  -^—  --4-  -^fait-   ou-; 
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de  même  -4--  fontf  ou  i  ,  c'ell-à-dire 

un  entier  :  &  -  — ^  ^  -f-  -  font  7  ,   c'eft  -  à  - 
'       4        4    '    4  4  ' 

dire  rien ,  ou  o. 

95. 

Mais  quand  les  fra61ions  n'ont  pas  des 
dénominateurs  égaux ,  il  efl  toujours  pof-' 
fîble  de  les  transformer  en  d'autres  fraftions 
qui  ayent  un  même  dénominateur.  Par 
exemple ,  quand  on  propofe  d'ajouter  en- 
fembie  les  fra6tions  ^  &  j ,  il  faut  confidé- 
rer  que  ^  eft  autant  que  -  ,  &  que  ^  équi- 
vaut à  I  ',  nous  avons  donc  à  la  place  des 
deux  fraftions  propafées  ces  deux  autres, 
|-|^  |,  dont  la  fomme  fait|^.  Si  les  deux 
fraftions  étoient  jointes  par  le  figne  moins  y 

comme  -  —  -,  on  auroit  l  —  J  ou  J. 
23'  060 

Autre  exemple  :  Soient  les  fra61ions  pro- 
pofées  -  ~|- 1  ;  puifque  -  eft  la  même  chofe 
que  I ,  on  peut  lui  fubflituer  cette  valeur 

6^:  dire  |  +  i  ^^"^  T  ^"  ^  I- 

-     Suppofez  qu'on  demande  encore  ce  que 

donnent  -  &  -  ajoutés  enfemble  ,  je   dis 

que  c'eft  ^5  car  j  fait  —  ,  Se'-  fait  ^. 

E  iij 
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96. 

Il  peut  arriver  qu'on  ait  un  plus  grand 
nombre  de  fraftions  à  réduire  à  un  même 
dénominateur;  parexemp.  ^,  i  ^,  ^,  |-, 
tout  fe  réduit  alors  à  trouver  un  nombre 
qui  foit  divifible  par  tous  les  dénominateurs 
de  ces  fradions.  60  eil  ici  le  nombre  qui 
a  cette  propriété ,  &  qui  devient  par  con- 
féquent  le  dénominateur  commun.  Nous 
aurons  donc  |^  au  lieu  de  ^  j  |^  au  lieu  de|  j 
~-  au  lieu  de  -  :  z^  au  lieu  de  ^ ,  &  ^  au  lieu 

60  4    '      60  5    '  DO 

de  1".  S'il  s'agit  à  préfent  d'ajouter  enfemble 
toutes  ces  fraaions  g,  1^,  |1,  P",!^;  on 
ne  fait  qu'ajouter  tous  les  numérateurs ,  & 
on  donne  à  la  fomme  le  dénominateur 
commun  60  ;  c'eft-à-dire  qu'on  aura  ^'  , 
ou  3  entiers  &  || ,  ou  3 


II 

20 


97. 

Tout  fe  réduit  ici ,  nous  le  répétons ,  à 
transformer  deux  fraftions  dont  les  déno- 
minateurs font  inégaux  ,  en  deux  autres 
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dont  les  dénominateurs  font  égaux.  Pour 
faire  donc  cette  opération  d'une  manière 
générale ,  foient  |-  &  ^  ^es  frayions  propo- 
fées.  Qu'on  multiplie  d'abord  les  deux  ter- 
mes de  la  première  par  </,  on  aura  la  frac- 
tion ^  égale  à  J  j  qu'on  multiplie  enfuite  les 
deux  termes  de  la  féconde  fraôion  par  ^, 
on  en  aura  une  valeur  équivalente  expri- 
mée par  ^  ;  &  voilà  les  deux  dénominateurs 
devenus  égaux.  Maintenant  fi  l'on  demande 
quelle  eft  la  fomme  des  deux  fraftions  pro- 
pofées ,  on  peut  répondre  aulîi  -  tôt  que 


c'eft  ~^',  &  s'il  eil  queflion  de  la  diffé- 
rence, on  dit  qu'elle  eft  l^.  S'il  s'agif- 
foit ,  par  exemple ,  des  fraftions  |-  &  - ,  on 
obtiendroit  à  leur  place  ^  &  ^  ^  dont  la 
fomme  eft  ^\  &  dont  la  différence  eft^. 

98. 

C'eft  à  cette  matière  auflî  qu'appartient 
la  queftion ,  laquelle  de  deux  fractions  pro- 
pofées  eft  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  } 
car ,  pour  y  répondre  ,  on  n'a  qu'à  réduire 

E  iv 


72  E    L    É    M   E    N   s 

ces  deux  fra61ions  au  même  dénominateur* 
Prenons  pour  exemple  les  deux  frayions 
I  &  ^  j  fî  on  les  réduit  au  même  dénomi- 
nateur ,  la  première  devient  J^  ?  &  la  fé- 
conde ^5  &  il  efl  évident  à  préfent  que 
c'eü  la  féconde  ,  ou  ^ ,  qui  eft  la  plus 
grande ,  &  que  c'eft  de  ^  qu'elle  furpaffe  la 
première. 

Soient  propofées  encore  les  deux  frac- 
tions ^  &  |- ,  on  aura  à  leur  place  celles- 
ci,  ^  &  ^  5  d'où  l'on  peut  inférer  que-| 
furpafle  j ,  mais  feulement  de  -^, 

99- 

Lorfqu'il  efl:  queftion  de  fouftraire  une 
fraftion  d'un  nombre  entier ,  il  fuffit  de 
convertir  une  des  unités  de  ce  nombre  en- 
tier en  une  fraftion  qui  ait  le  même  dé- 
nominateur que  celle  qu'il  faut  fouftraire , 
le  refte  fe  fait  fans  difliculté.  Qu'il  s'agiffe  , 
par  exem.ple  ,  de  foullraire  ^  de  i  ^  on  écri- 
ra ^  au  lieu  de  i ,  &  on  dira  \  ôté  de  \  laifTe 
-  de  relie.  De  même  ^ ,  fouftrait  de  i  , 
laifle  ^. 


S'il  s'agilToit  de  fouflraire  |  de  deux ,  on 
écriroit  i  &  -  au  lieu  de  2  ,  &  on  verroit 
d'abord  qu'il  doit  relier  après  la  fouftrac- 


tion  I  7. 
4 


100. 


Il  arrive  aufîl  quelquefois  qu'ayant  ajouté 
enfemble  deux  ou  pluiieurs  fra8:ions,  on 
obtient  plus  d'un  entier  ,  c'eil- à-dire  ,  un 
numérateur  plus  grand  que  le  dénomina- 
teur ;  c'eil  un  cas  qui  s'efl:  même  déjà  pré- 
fenté  &  auquel  il  faut  faire  attention. 

Nous  avons  trouvé  ,  par  exemple ,  à 
l'article  9^  que  la  fomme  des  cinq  frac- 
tions - ,  î  ,  -  ,  -  &  z  étoit  ^%  &  nous  avons 
fait  obferver  que  cette  fomme  fignifioit 
%  entiers  &  |^  ou  ^.  De  même  7  +7  ou  - 

-'  60  ao  3      I     4  iz 

-|-  —■  font  J^ou  I  ^.  Il  n'y  a  qu'à  faire  la 
divifion  réelle  du  numérateur  par  le  déno- 
minateur ,  voir  combien  d'entiers  viennent 
au  quotient ,  &  tenir  compte  du  réfidu. 

On  fera  de  même  à  peu  près  pour  ajou- 
ter enfemble  des  quantités  compofées  de 
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nombres  entiers  &  de  frayions  ;  on  ajou- 
tera d'abord  les  fraftions ,  &  fî  leur  fomme 
fait  un  ou  plufieurs  entiers,  on  les  ajoute 
aux  autres  entiers.  Qu'il  foit  queftion,  par 
exemple  ,  d'ajouter  3  ^  &  2  -  ,  on  prend 
d*abord  la  fomme  de  ^  &  | ,  ou  de  |-  &  |-. 
Elle  eft  I  ou  i  ^5  donc  la  fomme  totale  ell 

6h 


CHAPITRE    X. 

De  la  multiplication  &  de  la  divißojt 
des  Fraclions» 

lOI. 

A  regle  pour  la  multiplication  d'une 
fra£Hon  par  un  nombre  entier ,  eft  de  ne 
multiplier  par  ce  nombre  que  le  numéra- 
teur, &  de  ne  rien  changer  au  dénomina- 
teur; ainfi 

2  fois  ^  fait  \  ou  1  entier  ; 

2  fois  ^  fait  ^;  & 
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3  fois  I  fait  I-  ou^; 


4  fois^fait^  ou  i  -ou  i  |. 
On  peut  cependant  ,  au  lieu  de  cette 
regle  ,  employer  au/fi  celle  de  divifer  le 
dénominateur  par  le  nombre  entier  donné  ; 
&  il  eft  bon  de  s'en  fervir ,  quand  cela  fe 
peut ,  parce  qu'on  abrege  par-là  le  calcul. 
Qu'il s'agiffe  ,  par  exemple,  de  multiplier| 
par  3  ;  {i  l'on  multiplie  le  numérateur  par 
le  nombre  entier ,  on  obtient  ^,  lequel 
produit  fe  réduit  à  ^  Mais  fi  l'on  ne  change 
rien  au  numérateur  &  qu'on  divife  le  dé- 
nominateur par  le  nombre  entier,  on  trouve 
immédiatement  ^  ou  2  -  pour  le  produit 
cherché.  De  même  ~  multipliés  par  6 
donnent  ~o\x  t  -. 

4  -'4 

102. 

En  général  donc ,  k  produit  de  la  mul- 
tiplication d'une  fraftion  j  par  c  eft  ^%  & 
on  peut  remarquer  que  quand  le  nombre  en- 
tier eil  précifément  égal  au  dénominateur, 
ie  produit  doit  être  égal  au  numérateur. 
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En  effet 

^  pris  2  fois  donne  i  j 

I  pris  3   fois  donne   i  ; 

I  pris  4  fois  donne  3. 
Et  en  général,  (î  l'on  multiplie  la  fra61ion-| 
par  le  nombre  l> ,  le  produit  doit  être  a , 
comme  on  Ta  déjà  fait  fentir  plus  haut  ; 
car  puifque  j  indique  le  quotient  de  la  di- 
vißon  du  dividende  a  par  le  divifeur  h  ,  & 
qu'on  a  démontré  que  le  quotient  multiplié 
par  le  divifeur  doit  donner  le  dividende , 
il  eft  clair  que  ~  multiplié  par  i^  doit  pro- 
duire a, 

103. 

Nous  avons  vu  comment  on  doit  mul- 
tiplier une  fraftion  par  un  nombre  entier, 
voyons  à  préfent  aufli  comirn^nt  il  faut  di- 
vifer  une  fraftion  par  un  nombre  entier  j 
cette  recherche  eft  néceffaire  avant  que 
nous  paffions  à  la  multiplication  des  frac- 
tions par  des  fraftions.  Or  il  eft  clair  que 
ft  j'ai  à  divifer  la  fraction  y  par  2 ,  il  doit 
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xne  venir  -  ;  &  que  le  quotient  de  |  divifé 
par  3  eil  -.   La  regle  eft  donc  ,  qu'il  faut 
divifer  le  numérateur  par  le  nombre  entier 
fans  changer  le  dénominateur.  Ainfi: 
~  divifé  par  2  donne  —  j  & 
^  divifé  par  3   donne  ^j  & 
"  divifé  par  4  donne  ~ ,  &c. 

104. 

Cette  regle  peut  être  pratiquée  fans  dif- 
ficulté ,  pourvu  que  le  numérateur  ioit  di- 
vifible  par  le  nombre  propofé  ;  mais  fort 
fouvent  il  ne  l'eft  pas  j  il  faut  donc  obferver 
qu'on  peut  transformer  une  fra61ion  en  un 
nombre  infini  d'autres  expreïîions ,  &  que 
dans  ce  nombre  il  ne  peut  manquer  d'y- 
en avoir  de  telles ,  que  le  numérateur  puilTe 
être  divifé  par  le  nombre  entier  donné.  S'il 
s'agiiToit ,  par  exemple ,  de  divifer  -  par  2 , 
on  changeroit  la  fracHon  en  g ,  &  divifant 
maintenant  le  numérateur  par  2  ,  on  auroit 
auffitôt  I  pour  le  quotient  cherché. 

En  général ,  s'il  eil  queilion  de  divifer 
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la  fra6llon  \  par  c ,  on  la  transformera  en 
celle-ci  ^  ,&  divifant  enfuite  le  numérateur 
a  c  par  c  ,  on  écrira  ^  pour  le  quotient 
cherché, 

105. 

Nous  voyons  donc  que  dans  le  cas  où 
une  fraftion  ^  doit  être  divifée  par  un  nom- 
bre entier  c ,  on  n'a  qu'à  multiplier  le  dé- 
nominateur par  ce  nombre  ,  &  laiffer  le 
numérateur  tel  qu'il  eil.  Ceft  ainfî  que  \ 
divifé  par  3  fait  ^  ,  &  que  ^  divifé  par  j 

Ce  calcul  devient  cependant  plus  facile 
quand  le  numérateur  lui-même  efl  divifible 
par  le  nombre  entier  ,  comme  nous  l'avons 
fuppofé  à  l'article  103.  Par  exemple  ~  divifé 
par  3  feroit ,  fuivant  notre  dernière  regle , 
—  ;  mais  par  la  première  regle  ,  qui  ell  ap- 
plicable ici ,  on  a  ;^ ,  expreffion  qui  équivaut 
à  -y ,  mais  qui  ell  plus  iimple. 
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io6. 

On  fera  maintenant  en  état  de  compren- 
dre comment  il  faut  multiplier  une  frac- 
tion I  par  une  autre  fra8:ion  ^.  On  n'a  qu'à 
considérer  que  J  fignifie  que  c  eu  divifé 
par  <^;  &  en  partant  de-là ,  on  multipliera 
d'abord  la  fradion  j  par  c ,  ce  qui  produit 
le  réfultat  ^  ;  après  quoi  on  divifera  par  d 
ce  qui  donne  ^.  Nous  tirons  de-là  la  regle 
fuivante  ,  que  pour  multiplier  deux  frac- 
tions ,  on  n'a  befoin  que  de  multiplier  fé- 
parément  les  numérateurs  &  les  dénomi- 
nateurs. Ainfi 

^  par  j  donne  le  produit  |  ou  -  ;   ■ 

I  pari  fait  ^i& 

|par^  produites  ou  ^,&c. 

107. 

Il  nous  relie  à  montrer  comment  on  doit 
divifer  une  fraftion  par  une  autre.  Il  faut 
remarquer  d'abord  que  û  les  deux  fraftions 
ont  le  même  nombre  pour  dénominateur , 
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la  divifîon  n'a  lieu  qu'à  l'égard  des  numé- 
rateurs ;  car  il  eft  évident,  par  exemple, 
que  ^ibnt  contenus  autant  de  fois  dans  —, 
que  3  l'eft  dans  9  ,  c'efl-à-dire ,  3  fois  j  & 
pareillement  pour  divifer  ^  par  ~  ,  on  n'a 
qu'à  divifer  8  par  9 ,  ce  qui  donne  ^.  On 
aura  de  même  ^  en  § ,  3  fois  j  ^^  en  £ ,  7 
foisj  ^en^,  ^,  &c, 

108. 

Mais  quand  les  frayions  n'ont  pas  leurs 
dénominateurs  égaux ,  il  faut  avoir  recours 
à  la  manière  dont  nous  avons  dit  qu'on 
les  réduifoit  au  même  dénominateur.  Qu'on 
ait ,  par  exemple ,  la  fraftion  ^  à  divifer 
par  la  fraélion  ^  _,  on  les  réduira  d'abord  au 
même  dénominateur ,  &  l'on  aura  ^-^  à  di- 
vifer par  ^  ;  &  il  eft  clair  à  préfent  que 
le  quotient  doit  être  indiqué  amplement 
par  la  divifion  de  a^  par  bc  -,  co.  qui  donne 

Voici  donc  la  regle  :  il  faut  multiplier 
le  numérateur  du  dividende  par  le  dénomi- 

•natenr 


l 
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tiateur  du  divifeur,  &:  le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  divifeur; 
le  premier  produit  fera  le  numérateur  du 
quotient,  &  le  fécond  produit  fera  fon 
dénominateur. 

109. 

Ainfi ,  en  fuivant  cette  regle  pour  divi- 
fer  I  par  ^  ,  on  aura  le  quotient  J|  j  la  di- 
vifîon  de  -  par  --  produira  -ou-.,  ou  i  &7; 

4F21  42"  a-* 

&  celle  de  ^  par  |  donnera  ^^  ou  |. 

IIO. 

On  a  coutume  außi  de  préfenter  cette 
regle  pour  la  diviiion  d'une  manière  plus 
facile  à  retenir,  que  voici  :  Si  l'on  renverfe 
la  fraction  par  laquelle  il  s'agit  de  divifer  j 
de  façon  que  le  dénominateur  fe  mette 
à  la  place  du  numérateur ,  &  que  celui-ci 
s'écrive  fous  le  trait ,  &  qu'enfuite  on  mul-. 
tiplie  la  fraftion ,  qui  eil  le  dividende  ,  par 
cette  fra8;ion  renverfée  ,  le  produit  fera  le 
quotient  cherché.  Ain(i  -  divifé  par  -  ell 
autant  que^  multiplié  par  \ ,  ce  qui  fait  -  ou 
Tome  L  F 
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I  \,  De  même  |-  divifé  par  \  efî:  autant  que 
1"  m.ultiplié  par  \ ,  ce  qui  produit  i|  j  ou  ^ 
divifé  par  |^  fait  autant  que  ^  multiplié  par 
- ,  dont  le  produit  efl:  — °  ou  L 

On  voit  donc  en  général  que  de  divifer 
par  la  fraftion  \ ,  c'eft  la  même  chofe  que 
de  multiplier  par  =■  ou  2  j  que  la  diviiion 
par  j  revient  à  la  multiplication  par  \  ou 
par  3  ,  &c. 

III, 

Le  nombre   100  divifé  par  \  donnera 

donc  200  j  &  1000  divifé  par  ^  fait  3000, 

De  plus  ,  s'il  s'agit  de  divifer  i  par  ~  , 

îe  quotient  eil   1000  ;  &   en  divifant   i 

par  — —  ,  il  vient  1 00000.  Cela  aide  à 
1       100000  ■* 

comprendre  qu'en  divifant  par  o  ,  il  doit 
en  réfulter  un  nombre  infiniment  grand  5 
car  la  divifion  de  i  par  la  petite  fraftioii 
: — ^ —  produit  déià  le  nombre  très-grand 

JCOCOCOOOO    If  O 

I 000000000. 


b 
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Il  2. 

Tout  nombre  divifé  par  lui-même  don- 
nant l'unité,  on  fent  bien  qu'une  fraftion 
divifée  par  elle-même  doit  au/Ti  donner  le 
quotient  i  ;  la  même  vérité  fuit  de  notre 
régie  :  car  pour  divifer  |  par  - ,  il  faut  mul- 
tiplier |  par-,  &  on  obtient  ^  ou  i  ;  &  s'il 
s'agit  de  divifer  ^  par  J ,  on  multiplie  j  par  -  j 
or  le  produit  ^  eft  égal  à  i. 

113. 

Nous  avons  aufïi  à  expliquer  encore  une 
exprefîion  dont  l'ufage  efl:  fréquent.  On 
demande ,  par  exemple ,  ce  que  c'eil  que 
la  moitié  de-;  cela  veut  dire  qu'on  doit 
multiplier  -par  -.  De  même  (i  l'on  demandé 
ce  que  font  les  |  de  | ,  on  multipliera  |  par| , 
ce  qui  produit  ^  ;  &  -  de  -^^  font  autant  que  -^ 
multiplié  par  J,  &  font  ~^. 

114. 

Enfin  il  faut  obferver  ici  à  l'égard  des 
iignes  -[-&—,  les  mêmes  principes  que 

Fii 
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nous  avons  établis  plus  haut  pour  les  nom- 
bres entiers.  Ainfi  -}-  ^  multiplié  par  —  ^  , 
fait  —  ^  ;  &  —  j  multiplié  par  —  j ,  donne 
4-  ^.  De  plus  —  l  divifé  par  +  \,  fait— i{j 
&  — I  divifé  par  — |,  fait  +  J-^  ou  +  i . 


CHAPITRE     XL 

Des  Nombres  quarr  es, 

115. 


L 


E  produit  d*un  nombre  multiplié  par 
le  même  nombre,  fe  nomme  un  quarre^ 
&  par  cette  raifon  on  appelle  racine  quarrée 
ce  nombre  con(idéré  relativement  à  un  tel 
produit. 

Par  exemple  ,  quand  on  multiplie  1 2 
par  I  2,  le  produit  144  eft  un  quarre  dont 
la  racine  efl:  i  2. 

Le  fondement  de  cette  dénomination  efl 
pris  dans  la  Géométrie  ,  où  l'on  trouve  le 
contenu  d'un  quarre  en  multipliant  fon  côté 
par  lui-même. 
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116. 

Tous  les  nombres  quarrés  fe  trouvent 
donc  par  la  multiplication  j  c'elt  -  à  -  dire  , 
en  multipliant  la  racine  par  elle-même. 

C'efl  ainfi  que  i  eil  le  quarre  de  i ,  parce 
que  I  multiplié  par  i  fait  i  ;  &  pareille- 
ment ,  que  4  eft  le  quarre  de  2  ;  &  9  le 
quarre  de  3  ;  que  2  eft  la  racine  de  4, 
&  3  celle  de  9. 

Nous  coniidérerons  en  premier  lieu  les 
quarrés  des  nombres  naturels,  &  nous  don- 
nerons d'abord  la  petite  table  qui  fuit ,  dans 
laquelle  plufieurs  nombres  ou  racines  fe 
trouvent  fur  la  première  ligne  ,  &  leurs 
quarrés  fur  la  féconde  (*). 


P' 


Noi 

Tibres| 

'A 

^1  3l 

4I 

5f  6|  7l  8|  9l 

I0| 

ii|  12,]  13  i 

Quarrés  | 

4|  9l 

i6i: 

L5I36I49I64I81I] 

oo| 

I2ili44|i69  1 

IL^ 


(*)  Nous  avons  des  tables  très-comp!ettes  pour  les 
quarrés  des  nombres  naturels,  publiées  fous  le  titre  de. 
Tetragonometria  Tabularia^  &c.  auElore  J.  JoBO  LuDOLFOm 
Amftelodami ,  1690,  in -4°.  Ces  tablas  vont  depuis  j^ 

F  iij 
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ÎIJ. 

On  remarquera  d'abord  fans  peine  dans 
ces  nombres  quarrés  rangés  ainfi  par  ordre  , 
une  belle  propriété  ;  à  favoir  que  ,  ü  l'on 
ioullrait  chacun  de  ces  quarrés  de  celui  qui 
fuit  immédiatement ,  les  reftes  augmentent 
toujours  de  2  ,  &  forment  la  fuite  que 
voici  : 

3>5?79  95  ii>  i3i  M^  17?  i9>  ^ij^c. 
qui  eft  celle  des  nombres  impairs. 

ii8. 

Les  quarrés  des  fra6lions  fe  trouvent 
pareillement,  en  multipliant  une  fra6lion 
donnée  par  elle-même.  Par  exemple,  le 
quarre  de  ^  eil  - ,  & 

I  a  pour  quarre  -^  ; 

^  4. 

3  9* 

jufqu  à  looooo,  non-feulement  pour  trouver  ces  quarrés, 
mais  aufîi  le.>  produits  de  deux  nombres  quelconques 
moindres  que  loooco  ;  fans  parler  de  différens  autres 
ufages  qui  font  détailles  Jans  l'Introduftion  qui  eft  à  1^ 
Kte  de  l'Ouvrage,. 
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i  a  pour  quarre  ^  ; 

^ —  —  —,  &  aitifî  de  fuite. 

On  voit  affez  qu'il  fuffit  de  divifer  le 
quarre  du  numérateur  par  le  quarre  du 
dénominateur ,  &:  que  la  fra8:ion  qui  ex- 
prime cette  divifion,  doit  être  le  quarre 
de  la  fraâion  donnée.  Cell  ainfi  encore 
que  -^  eft  le  quarre  de  |  ;  &  réciproque- 
ment que  I  efl  la  racine  de  ^. 

119. 

Quand  on  veut  trouver  le  quarre  d'un 
nombre  mixte ,  ou  compofé  d'un  nombre 
entier  &  d'une  fra^lion  ,  on  n'a  qu'à  le 
réduire  à  une  feule  fraftion  ,  &  prendre 
enfuite  le  quarre  de  cette  fra6lion.  Qu'il 
s'agiffe ,  par  exemple,  de  trouver  le  quarre 
de  i\;  on  exprimera  d'abord  ce  nombre 
par|^,  &  prenant  le  quarre  de  cette  frac- 
tion ,  on  a  ^  ou  6  ^  pour  la  valeur  du  quarre 
de  2  \,  De  même  pour  prendre  le  quarre 
de  3  ^ ,  on  dira  3  -  efl  autant  que  ^  ;  donc 
fon  quarre  efl  égal  à  ~ ,  ou  à  i  o  &  ^^ .  Voici 

F  iy 
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pour  chaque  quart  d'augmentation  les  quar- 
rés  des  nombres  compris  entre  3  &  4. 

f^--  iBi—MHii  ii"«_"  wa— — — 0— i^n»3— »-SB— ■a—^s^ 

«[Nombres 


3 

9 

3T 

3^ 

I2i 

3^    4 
1417    16 

Quarrés 
^ _ „,_ __^ 

On  peut  conclure  de  cette  petite  table, 
que  fi  une  racine  contient  une  fraä:ion , 
fon  quarre  ne  manque  pas  d'en  contenir 
une  außi.  Soit,  par  exemple,  la  racine  i  ^; 
fon  quarre  eft  ^^,  ou  2  -^  1  c'ell-à-dire  un 
peu  plus  grand  que  le  nombre  entier  2. 

120. 
PaiTons  aux  exprefiions  générales.  Quand 
la  racine  ell  a ,  le  quarre  doit  être  aa  ;  Çi 
la  racine  eft  la  ,  le  quarre  eft  j^aa-,  ce 
qui  donne  à  connoître  qu'en  doublant  la 
racine  ,  le  quarre  devient  4  fois  plus  grand. 
De  même ,  li  la  racine  eft  3  (2 ,  le  quarre 
eil:  ^aa  ;  &  fi  la  racine  eft  4a ,  le  quarre 
eft  16  aa.  Mais  fi  la  racine  eft  ab  y  le  quarre 
^{k  aabb;  &  fi  la  racine  tÇtabc,  le  quarre 
eft  aabbcc. 
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121. 

Ainfî  5  quand  la  racine  eft  compofée  de 
deux  ou  de  plufieurs  fafteurs  ,  il  faut  mul- 
tiplier enfemble  leurs  quarrés  ;  &  récipro- 
quement, fi  un  quarre  eil:  compüfe  de  deux 
ou  de  pluiieurs  faveurs ,  dont  chacun  eft 
un  quarre ,  on  n'a  qu'à  multiplier  enfemble 
les  racines  de  ces  quarrés  ,  pour  avoir  la 
racine  complette  du  quarre  propofé.  Ainfi, 
comme  2304  efl  autant  que  4.16.36  ,  la 
racine  quarrée  en  eil  2.4.6  ou  48  5  &  en 
effet  48  fe  trouve  être  la  racine  quarrée 
de  2304,  parce  que  48.48  fait  2304. 

122. 

Voyons  aufîi  ce  qu'il  faut  obferver  dans 
cette  matière  à  l'égard  des  fignes  -]-  &  — . 
Et  d'abord  il  eft  clair  que  li  la  racine  a 
le  figne  ~\- ,  c'efl-à-dire  qu'elle  elt  un  nom- 
bre poiitif ,  fon  quarre  doit  néceifairement 
être  de  môme  un  nombre  poiitif,  parce 
que  -\-  par  -\-  fait  -j-  :  le  quarre  de  -j-  ^ 
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fera  -^  aa.  Mais  Ci  la  racine  efl  un  nombre 
négatif,  comme  — a  ,  le  quarre  n'en  de- 
vient pas  moins  politif ,  puifqu'il  eu:  -\-aa; 
nous  pouvons  donc  conclure  que  -^aa 
ell  le  quarre  tant  de  -j--  ^  que  de  —  <î  ,  & 
que  par  conféquent  on  peut  indiquer  pour 
tout  quarre  deux  racines  ,  l'une  pofitive  & 
l'autre  négative.  La  racine  quarrée  de  25 , 
par  exemple  ,  eft  également  ~j-  5  &  —  5 , 
parce  que  —  5  multiplié  par  —  5  donne 
25  aufîi  bien  que  -j-  5  par  -I-5. 


CHAPITRE    XII. 

Des  Racines  quarrées  &  des  Nombres  irra- 
tionnels qui  en  résultent» 

123. 

V^  E  que  nous  avons  dit  dans  le  chapitre 
précédent  revient  principalement  à  ceci: 
Que  la  racine  quarrée  d'un  nombre  pro- 
pofé  n' efl  autre  chofe  qu'un  nombre  tel 
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que  fon  quarre  foit  égal  au  nombre  pro- 
pofé  ,  &  qu'on  peut  mettre  devant  ces  ra- 
cines tant  le  fîgne  pofitif  que  le  ligne  né- 
gatif. 

124. 

Ainfi  quand  un  nombre  propofé  efl  un 
quarre ,  &  qu'on  a  retenu  dans  la  mémoire 
un  nombre  fuftifant  de  nombres  quarrés , 
il  efî  facile  de  trouver  la  racine  de  celui 
qui  efl  donné.  Si  c'efl  196,  par  exemple, 
qui  foit  ce  nombre  propofé  ,  on  fait  que 
fa  racine  quarrée  eft  1 4. 

On  traite  de  m.ême  avec  facilité  les 
frayions  :  il  efl:  clair ,  par  exemple ,  que  - 
eil  la  racine  quarrée  de  —  ;  on  n'a ,  pour 
s'en  convaincre  ,  qu'à  prendre  la  racine 
quarrée  du  numérateur ,  &  celle  du  déno- 
minateur. 

Si  le  nombre  propofé  eft  un  nombre 
mixte ,  comme  127,  on  le  réduira  à  une 
feule  fraftion  ,  laquelle  efl  ici  — ,  &  on 
verra  fur  le  champ  que  c'efl  ^  ou  3  ^,  qui 
doit  être  la  racine  quarrée  de  12^. 
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125. 

Mais  quand  le  nombre  propofé  n'eft  pas 
un  quarre  ,  comme  1 2  par  exemple ,  il 
n'eft  pas  poffible  non  plus  d'en  extraire  la 
racine  quarrée ,  ou  d'indiquer  un  nombre 
tel  que  ,  multiplié  par  lui-même  ,  il  donne 
le  produit  i  2.  Ce  que  nous  favons  cepen- 
dant, c'ell  que  la  racine  quarrée  de  12 
doit  être  plus  grande  que  3  ,  parce  que  3.3 
ne  font  que  9  ;  8c  plus  petite  que  4 ,  parce 
que  4.4  font  16,  c'eil-à-dire  plus  de  12. 
Nous  favons  même  aufîî  que  cette  racine 
efl  plus  petite  que  3  \  -,  car  nous  avons  vu 
que  le  quarre  de  3  ^  ou  ^  eft  i  2  -.  Enfin 
nous  pouvons  déterminer  cette  racine  d'une 
manière  encore  plus  approchée ,  en  la  com- 
parant avec  3  Y-  ?  car  le  qùarré  de  3  ^  ou 
de  p  eft  ^°T  ou  1 2  &  ^j ,  par  conféquent 
cette  fraOion  efl:  encore  un  peu  plus  grands 
que  la  racine  qu'on  demande  ^  mais  de  très- 
peu,  puifque  les  deux  quarrés  ne  différent 
entr'eux  que  de  ^  , 
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I  26. 

On  pourroit  foupçonner  que  puifque  3  ~ 
&  3  :^  font  des  nombres  plus  grands  que 
la  racine  de  1 2  ^  il  feroit  pofïible  d'ajouter 
à  3  une  fraftion  un  peu  plus  petite  que  ^  ^ 
&  précifément  telle  que  le  quarre  de  la 
fomme  fût  égal  à  1 2. 

Eflayons  donc  avec  3  .7 ,  puifque  ^  eft  un 
peu  moindre  que  |j.  Or  3  ^  e(t  autant  que 


— ,  dont  le  quarre  eu  ^^,  &  par  conféquent 
plus  petit  de  ~  que  le  quarre  de  1 2  ,  qu'on 
peut  exprimer  par  — .  Il  eft  donc  prouvé 
que  3  -  eft  plus  petit ,  'k  que  3  ^  eft  plus 
grand  que  la  racine  cherchée.  Eßayons 
donc  un  nombre  un  peu  plus  grand  que 
3  - ,  mais  pourtant  plus  petit  que  3  ^  ,  par 
exemp.  3  —-.  Ce  nombre  qui  vaut  ^ ,  a  pour 
quarre  ~~,  Or  en  réduifant  1 2  à  ce  déno- 
minateur on  trouve  ~  :  il  s'enfuit  donc  que 
3  ^  eft  encore  plus  petit  que  la  racine  de 
I  2 ,  à  favoir  de  — .  Subftituons  donc  à  ^  la 
fra6lion  ~ ,  qui  eft  un  peu  plus  grande  , 
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Se  voyons  encore  ce  qui  réfulte  de  la  corn- 
parailbn  du  quarre  de  3  :^  avec  le  nombre 
1 2  propofé  :  le  quarre  de  3  ^  eft  ^^ ,  or  1 2 
réduit  à  la  même  dénomination  fait  —-, 
ainfî  3  —  eft  encore  trop  petit ,  quoique  feu- 
lement de  ^^ ,  tandis  que  3  ^  s'ell  trouvé 
trop  grand. 

127. 

On  peut  comprendre  facilement  que 
quelque  fraction  que  l'on  joigne  à  3  ,  le 
quarre  de  cette  fomme  doit  toujours  con- 
tenir une  fraftion ,  &  ne  peut  jamais  de- 
venir exaftement  égal  au  nombre  entier  1 2. 
Ainß ,  quoique  nous  fâchions  que  la  racine 
quarrée  de  1 2  eft  plus  grande  que  3  ^  & 
moindre  que  3  ^ ,  nous  fommes  cependant 
forcés  de  convenir  que  nous  ne  fommes 
pas  en  état  d'affigner  une  fraftion  intermé- 
diaire entre  ces  deux-là  ,  &  telle  en  même 
temps  qu'ajoutée  à  3  ,  elle  exprime  exac- 
tement la  racine  quarrée  de  1 2,  Avec  tout 
cela  cependant  on  ne  peut  pas  dire  que  U 
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racine  quarrée  de  1 2  foit  indéterminée  par 
elle-même  &  abfolument  ;  il  fuit  feulement 
de  ce  que  nous  avons  rapporté  ,  que  cette 
racine  ,  quoiqu'elle  ait  néceflairement  une 
grandeur  déterminée ,  ne  fauroit  être  ex- 
primée par  des  fraftions, 

128. 

Il  efl  donc  une  efpece  de  nombres  qui 
ne  font  aucunement  afîignables  par  des 
fraftions  ,  &  qui  font  cependant  des  quan- 
tités déterminées  j  la  racine  quarrée  de  1 2 
nous  en  a  offert  un  exemple.  On  nomme 
cette  nouvelle  efpece  de  nom.bres  ,  des 
nombres  irrationnels  ,  ils  fe  préfentent  toutes 
ies  fois  qu'on  cherche  la  racine  quarrée  d'un 
nombre  qui  n'eft  pas  un  quarre.  C'efi:  ain(î 
que  2  n'étant  pas  un  quarre  parfait ,  la  ra- 
cine quaïrée  de  2  ,  ou  le  nombre  qui ,  mul- 
tiplié par  lui  '  même  ,  produit  2  ,  elt  une 
quantité  irrationnelle.  On  nomme  aufïï  ces 
nombres  'des  quantités  fourdes  ou  des  in- 
coni  menfurahles. 
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129. 

Ces  quantités  irrationnelles ,  quoiqu'elles 
ne  puiffent  pas  s'exprimer  par  des  fVaftions , 
font  cependant  des  grandeurs  dont  on  peut 
fe  faire  une  idée  jufte.  Car  quelque  cachée 
que  nous  paroifTe ,  par  exemple  ,  la  racine 
de  I  2  j  nous  n'ignorons  pas  cependant  que 
c'eft  un  nombre  qui ,  multiplié  par  lui-mê- 
me ,  produit  exaftement  i  2  j  &  cette  pro- 
priété eft  Tuffifante  pour  nous  donner  une 
idée  de  ce  nombre ,  d'autant  qu'il  dépend 
de  nous  d'approcher  de  plus  en  plus  de  fa 
valeur. 

130. 

Comme  on  eft  donc  wfHfammènt  au  fait 
de  la  fignification  des  nombres  irrationnels 
dont  il  efl  queftion ,  on  eft  convenu  d'un 
certain  figne ,  pour  indiquer  les  racines 
quarrées  des  nornbres  qui  ne  font  pas  des 
quarrés  parfaits.  Ce  figne  a  cette  figute.y  , 
&  fe  prononce  en  efFet  racine  quarrée,  Ai^fi 
y  12  {ignifie  la  racine  quaaée  de  12  j.cai 

le 
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îe  nombre  qui,  multiplié  par  lui-même, 
fait  12.  De  même,  y  2  indique  la  racine 
quarrée  de  25^3,  celle  de  3  ;  y  p  la 
racine  quarrée  de  j  ;  &  en  général  y  a 
indique  la  racine  quarrée  du  nombre  a. 
Toutes  les  fois  donc  qu'on  voudra  indiquer 
la  racine  quarrée  d'un  nombre  qui  n'efl:  pas 
un  quarre ,  on  n'aura  qu'à  fe  fervir  de  la 
marque  \  en  la  mettant  devant  ce  nombre. 

131. 

L'explication  que  nous  avons  donnée 
des  nombres  irrationnels  ,  nous  met  aufli- 
tôt  fur  la  voie  pour  appliquer  à  ces  nom- 
bres les  calculs  ufités.  Car  fâchant ,  pat 
exemple ,  que  la  racine  quarrée  de  2  ,  mul- 
tipliée par  elle  -  même  ,  doit  produire  2  5 
nous  favons  aufii  que  la  multiplication  de 
y  2  par  y  2  doit  produire  nécefTairement 
2  ;  que  de  même  celle  de  y  3  par  y  3  doit 
donner  3  ;  que  y  5  par  y  5  tau  5  ;  que 
y^  j  par  y  I  fait  ^  ;  &  que  généralement 
\  a  multiplié  par  y  a  produit  a. 
Tome  /,  G 
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132. 

Mais  quand  il  s'agit  de  multiplier  y  a 
par  \/b^  le  produit  ell  \  ab  ;  parce  que 
nous  avons  montré  plus  haut  que  fi  un 
quarre  a  des  facteurs ,  fa  racine  doit  être 
compofée  des  racines  de  ces  fa61eurs.  Cefl 
pourquoi  l'on  trouve  la  racine  quarrée  du 
produit  a  h ,  laquelle  eft  \  a  b ,  en  multi- 
pliant la  racine  quarrée  de  a  ou  y  ^ ,  par 
la  racine  quarrée  de  ^ ,  ou  par  y  b.  Il  eft 
clair  par-là  que  fi  b  étoit  égal  à  a  ,  on  au- 
roit  y  a  a  pour  le  produit  de  y  a  par  y  b. 
Or  y  aa  eil  évidemment  a  ,  parce  que  a  a 
eil  le  quarté  de  a, 

133. 

S'il  s'agit  de  la  diviiîon ,  &  qu'on  ait 
y  a ,  par  exemple ,  à  divifer  par  yb^  on 
obtient  yj-,  &  il  peut  arriver  ici  que  dans 
le  quotient  l'irrationalité  s'évanouiiTe.  C'eft 
ainii  qu'ayant  à  divifer  y  18  par  y  S  ,  on 
obtient  le  quotient  y  y ,  lequel  fe  réduit  à 
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y  ?,  &  par  conféquent  à  11  |- >  parce  que 

1  eft  le  quarre  de  \» 

134. 

Quand  le  nombre  devant  lequel  on  a 
mis  le  figne  radical  y  ,  eft  lui-même  un 
quarre  ,  on  en  exprime  la  racine  de  la  ma- 
nière accoutumée.  Ainfi  y/4  eil:  autant  que 
2,  y  9  autant  que  3  ,  y  36  autant  que  6 ^ 
&  y  12  ^  autant  que  \  ou  3  \,  On  voit 
que  dans  ces  cas  l'irrationalité  n'eft  qu'ap- 
parente ,  &  qu'elle  difparoît  d'elle-même. 

135- 

Il  eft  facile  aufïï  de  multiplier  nos  nom- 
bres irrationnels  par  les  nombres  ordinaires* 
Par  exemple ,  2  multiplié   par   y  5    fait 

2  y  5  ,  &  3  fois  y  2  fait  3  y  2.  Dans  ce 
fécond  exemple  cependant,  comme  3  eft 
autant  que  y  9  ,  on  peut  exprimer  auiiî  3 
fois  y  2  par  y  9  multipliant  y  2 ,  ou  par 
y  1 8 ,  De  même  2  y  a  eft  autant  que  y  4  a , 
&  3  y  a  autant  que  y  9  a.  Et  en  général 

G  ij 
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h  \/a  a  la  même  valeur  que  la  racine  quar- 
rée  àiQ  bba  où'  \/abh  ;  d'où  l'on  infère 
réciproquement ,  que  quand  le  nombre  qui 
cil  précédé  du  fîgne  radical  contient  un 
quarre ,  on  peut  prendre  la  racine  de  ce 
quarre  &  la  mettre  devant  le  figne ,  comme 
on  feroit  en  écrivant  b  y  a  au  lieu  de  ybba. 
On  comprendra  aifément  d'après  cela  les 
rédu61ions  qui  fuivent  : 

yS    ou  v  2.4  efl  autant  que  2  yi-, 

yiiouy'^.4 iv3j 

y  18  ou  y^'9 3  y  2  j 

y  24  ou  V  6.4 ■     2  yöj 

y  32  ou  y  2.16  — 4  y  2j 

y^75  ouv/3.25 5  V  3> 

&  ainfi  de  fuite, 

136. 
La  divifion  efl  fondée  fur  les  mêmes 
principes,  y  a  divifé  par  yb,  fait  ^  ou 
yj.  Et  pareillement 
'^  eft  autant  que  y  |  ou  y  4  ou  2  j 

g? /■fouv/9  ou  35 

^-: v/tOu/4  ou  2. 
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De  plus 

-^  eft  autant  que  ^  ou  \/\  ou  y  2  5 
J !~  ou  vJ  ou  yt  : 

Ou  y  6.4 ,  ou  enfin  2  y  6. 

137. 

Il  n'y  a  rien  à  remarquer  de  particulier  à 
l'égard  de  l'addition  &  de  la  Ibuftraftion  , 
parce  qu'on  ne  fait  que  lier  les  nombres 
par  les  fignes  -[-  &  — •  P^r  exemple,  y  2 
ajouté  à  y  3  s'écrit  y  2-}-y  3  j  &  y  3 
fouftrait  de  y  5  s'écrit  y  5- — y  3. 

138. 

Enfin  nous  ferons  obferver  que  par  op« 
pofîtion  à  ces  nombres  irrationnels  ,  on 
nomme  les  autres  nombres  ,  tant  entiers 
que  fraftionnaires ,  des  nombres  rationnels» 

Ainfi  toutes  les  fois  qu'on  parle  de  nom- 
bres rationnels ,  on  entend  par-là  des  nom* 
bres  entiers ,  ou  bien  auffi  des  fra£lions« 

G  iij 
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CHAPITRE    XIII. 

Des  Quantités  impojjibles  ou  imaginaires  ^ 
qui  dérivent  de  la  même  fource* 

139. 

i^  ous  avons  déjà  vu  plus  haut  que  les 
quarrés  des  nombres,  tant  pofitifs  que  né- 
gatifs ,  font  toujours  pofitifs  ou  affeftés  du 
fîgne  -}-  5  ayant  fait  obferver  que  —  a  mul- 
tiplié par  — a  fait  -\-aa^  tout  comme  le 
produit  de  -[-  0  par  -|-  a,  C'eft  pourquoi , 
dans  le  chapitre  précédent ,  nous  avons 
fuppofé  que  tous  les  nombres  dont  il  s'agif- 
foit  d'extraire  les  racines  quarrées ,  étoient 
pofitifs. 

140. 

Quand  il  arrive  donc  qu'il  foit  queftion 
d'extraire  la  racine  d'un  nombre  négatif, 
on  ne  peut  que  fe  trouver  fort  embarrafle , 
n'y  ayant  aucun  nombre  afîignabie  dont  le 
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quarre  foit  un  nombre  négatif.  Car  fuppo- 
fez ,  par  exemple ,  qu'on  voulût  extraire 
la  racine  de  —  4 ,  ce  feroit  demander  un 
nombre  tel  que ,  multiplié  par  lui-même , 
il  donnât  —  4  ;  or  ce  nombre  cherché  n'eit 
ni  -[-  2  ni  —  2  ,  parce  que  le  quarre  ,  tant 
de  -|-  2  que  de  —  2 ,  ell  -|-  4  &  non  pas 
—  4. 

141. 

Il  faut  donc  conclure  que  la  racine  quar- 
rée  d'un  nombre  négatif  ne  peut  être  ni 
un  nombre  pofitif ,  ni  un  nombre  négatif, 
puifqu'auffi  les  quarrés  des  nombres  néga- 
tifs prennent  le  figne  plus.  Par  conféquent 
il  faut  que  la  racine  en  queftion  appartienne 
à  une  efpece  tout  -  à  -  fait  particulière  de 
nombres  ;  puifqu'elle  ne  peut  être  comptée 
ni  parmi  les  nombres  pofitifs  ,  ni  parmi  les 
nombres  négatifs. 

142. 

Or  nous  avons  remarqué  plus  haut  que 
les  nombres  politits  font  tous  plus  grands 

G  iv 
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que  rien  ou  o ,  &  que  les  nombres  négatifs 
font  tous  plus  petits  que  rien  ou  o  ;  de  façon 
que  tout  ce  qui  furpafîe  o  s'exprime  par 
des  nombres  poiîtifs ,  &  que  tout  ce  qui 
eft  moindre  que  o  ,  s'exprime  par  des  nom- 
bres négatifs.  Nous  voyons  donc  que  les 
racines  quarrées  de  nombres  négatifs  ne 
font  ni  plus  grandes  ni  plus  petites  que  rien. 
Cependant  on  ne  peut  pas  dire  qu'elles 
foient  o  5  car  o  multiplié  par  o  fait  o ,  & 
par  conféquent  ne  donne  pas  un  nombre 
négatif, 

143. 

Or  puifque  tous  les  nombres  qu'il  eft 
poflible  de  s'imaginer ,  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  o ,  ou  font  o  même ,  il 
efl  clair  qu'on  ne  peut  pas  même  compter 
la  racine  quarrée  d'un  nombre  négatif  parmi 
les  nombres  poiTibles ,  &  il  faut  donc  dire 
que  c'eft  une  quantité  impoffible.  C'eft  de 
cette  façon  que  nous  fommes  conduits  à 
l'idée  de  nombres  qui  par  leur  nature  font 
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impoflibles.  On  nomme  ordinairement  ces 
nombres  des  quantités  imaginaires ,  parce 
qu'elles  exiftent  purement  dans  l'imagi- 
nation. 

144. 

Toutes  les  expreffions ,  comme  y  —  i , 
\/ —  2  ,  y  —  3  ,  v  —  4  ,  &c.  font  par 
conféquent  des  nombres  impoffibles  ou 
imaginaires ,  puifqu'ils  indiquent  des  racines 
de  quantités  négatives.  Et  c'eft  de  pareils 
iiombres  qu'on  foutient  avec  raifon  qu'ils 
ne  font  ni  rien  ,  ni  plus  que  rien  ,  ni  moins 
que  rien  ;  ce  qui  fait  principalement  qu'on 
eft  obligé  de  les  déclarer  impoflibles. 

145. 

Avec  tout  cela  cependant  ces  nombres 
fe  préfentent  à  l'efprit ,  ils  ont  lieu  dans 
notre  imagination  ,  &  nous  ne  laifîbns  pas 
d'en  avoir  une  idée  fuffifante  5  puifque  nous 
favons  que  par  y — ■  4  ,  par  exemple  ,  on 
entend  un  nombre  qui,  multiplié  par  lui- 
même  ,  fait  —  4.  C'eft  auffi  pourquoi  rien 
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lie  nous  empêche  d'appliquer  le  calcul  à 
ces  nombres  imaginaires ,  &  de  les  em- 
ployer. 

146. 

Notre  première  notion  dans  la  matière 
que  nous  traitons ,  eft  que  le  quarre  de 
y  —  3  y  par  exemple  ,  ou  le  produit  de 
y  —  3  par  y  —  3  ,  eil  —  3  j  que  celui 
de  y  —  I  par  y  —  i  ,  fait  —  1  ;  &  en  gé- 
néral, qu'en  multipliant  y — a  par  y — a  y 
ou  en  prenant  le  quarre  de  y — a,  on 
obtient  — a» 

147. 

Maintenant ,  comme  — a  {îgnifie  autant 
que  -\-a  multiplié  par  —  1 ,  &  que  la  ra- 
cine quarrée  d'un  produit  fe  trouve  en  mul- 
tipliant enfemble  les  racines  des  fä£leurs , 
il  s'enfuit  que  la  racine  de  a  multipliée  par 
—  I  j  ou  y —  a ,  eft  autant  que  y  a  mul- 
tipliée par  y  —  i.  Or  y  a  eil  un  nombre 
pofTible  ou  réel ,  par  conféquent  ce  qu'il 
y  a  d'impoffible  dans  une  quantité  imagi- 
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naire,  peut  toujours  fe  réduire  à  y  —  i. 
Par  cette  raifon  donc ,  y —  4  efî:  autanr 
que  y  ^  multipliée  par  y  —  i  ,  &  autant 
que  2  y —  i ,  à  caufe  de  y  4  égal  à  2. 
Par  la  même  raifon  y —  9  fe  réduit  à 
V  9.  V  —  I  ,  ou  à  3  y  —  I  i  &  V — ■  iS 
fignifie  4  y — ■  1 . 

148. 

De  plus ,  comme  y  a  multipliée  par 
\/ b  fait  y  a  b ,  l'on  aura  y  d  pour  la  va- 
leur de  y — -  2  multipliée  par  y  —  3  5  & 
\/4  ou  2  ,  pour  la  valeur  du  produit  de 
y  —  I  par  y —  4.  On  voit  donc  que  deux 
nombres  imaginaires  ,  multipliés  l'un  par 
l'autre  ,  en  produifent  un  réel  ou  poiTible. 

Mais  au  contraire  un  nombre  pofîible, 
multiplié  par  un  nombre  impofiibie  ,  donne 
toujours  de  l'imaginaire:  y — 3  par  y -f- 5 
fait  y  — 15. 

1 49. 

Il  en  eft  de  même  à  l'égard  de  la  divi- 
fîon  j  car  y  a  divifé  par  \/ b  faifant  y  | , 
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il  efl  clair  que  y  —  4  divifé  par  y  —  i 
fera  y  4"  4  ou  2  j  que  y -)-  3  divifé  par 
y  —  3  fera  y  —  i  5  &  que  i  divifé  par 
y —  I  me  donne  y  ^  ou  y  —  i  j  parce 
que  I  eft  autant  que  y -f- 1 . 

I  50. 

Nous  avons  obfervé  plus  haut  que  la 
racine  quarrée  d'un  nombre  quelconque  a 
toujours  deux  valeurs  ,  l'une  pofitive  ôc 
l'autre  négative  5  que  y  4 ,  par  exemple , 
efl:  également  -]-  2  &  —  2  ,  &  qu'en  gé- 
néral on  peut  adopter  — y  a  comme  -\-\/  a 
pour  la  racine  quarrée  de  a.  Cette  remar- 
que a  lieu  aufli ,  quand  il  s'agit  de  nombres 
imaginaires  :  la  racine  quarrée  de  —  a  eft 
également  -\-\/ — a  &  — y — a;  mais 
il  faut  fe  garder  de  confondre  les  fignes 
-[-  &  —  qui  font  devant  le  figne  radical  y  , 
&  le  figne  qui  ne  vient  qu'après  cette  mar- 
que y. 
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151. 

Il  nous  refte  enfin  à  lever  le  doute  qu'on 
pourroit  avoir  fur  l'utilité  des  nombres  dont 
nous  venons  de  parler  ;  car  en  effet  ces 
nombres  étant  impoffibles ,  il  ne  feroit  pas 
étonnant  qu'on  les  crût  tout-à-fait  inutiles 
&  l'objet  feulement  d'une  vaine  fpécula- 
tion.  On  fe  tromperoit  cependant  ;  le  calcul 
des  imaginaires  eft  de  la  plus  grande  im- 
portance ;  fouvent  il  fe  préfente  des  quef- 
tions ,  defquelles  on  ne  fauroit  dire  fur  le 
champ  fi  elles  renferment  quelque  chofe  de 
réel  &  de  poffible  ou  non.  Or  quand  la  fo- 
lution  d'une  pareille  quefi:ion  nous  conduit 
à  des  nombres  imaginaires ,  nous  fommes 
certains  que  ce  qu'on  demande  eft  impof- 
fible. 

Afin  d'éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire  par  un  exemple  ,  fuppofons  qu'on 
propofe  la  queftion  :  de  divifer  le  nombre 
1 2  en  deux  parties ,  telles  que  le  produit 
de  ces  parties  faffe  40.  Si  l'on  réfout  cette 
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queflion parles  règles  ordinaires ,  on  trouve 
pour  les  parties  cherchées  6-(-\/ — 4  & 
6  — y — 4  j  mais  ces  nombres  font  ima- 
ginaires :  on  conclut  donc  par  cela  même 
qu'il  efl:  impoflible  de  réfoudre  la  queftion. 

On  faifîra  facilement  la  différence ,  en 
fuppofant  que  la  queftion  eût  été  de  divifer 
1 2  en  deux  parties  qui ,  multipliées  en- 
femble ,  fiffent  3  5  ;  car  il  eft  évident  que 
ces  parties  feroient  7  &  5. 


CHAPITRE     XIV. 

Des  Nombres  Cubiques» 

I  52. 

1/ UAND  un  nombre  a  été  multiplié  trois 
fois  par  lui-même,  ou»,  ce  qui  revient 
au  même  ,  que  le  quarre  d'un  nombre  a 
été  multiplié  encore  une  fois  par  ce  nom- 
bre ,  on  a  un  produit  qui  fe  nomme  un 
cube   ou   un  nombre   cubique,    C'eft  ain(î 
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que  le  cube  de  a  efl  a  a  ^  ,  vu  que  c'efl:  ce 
qu'on  obtient  en  multipliant  a  par  foi- 
même  ,  ou  par  a ,  &  enfuite  ce  quarre  a  a 
encore  par  a. 

On  voit  par-là  que  les  cubes  des  nom- 
bres naturels  doivent  fe  fuivre  dans  l'ordre 
que  voici  (*)  : 


1^- 


[Nombres|  i|2|3|4|5|6J7|8|9|io 


1 


liCubes     I  1 1  8  I27I64I12.5I216I343I512I72QI1000 

m. i —        -  --^^ 


M3- 

Si  nous  confîdérons  les  différences  de  ces 
nombres  cubiques  ,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  les  quarrés ,  en  fouflray ant  chaque 
cube  de  celui  qui  le  fuit ,  nous  obtenons  la 
fuite  de  nombres  que  voici  : 
7,  19, 37,61,91, 127, 169, 217, 271; 
nous  ne  remarquons  d'abord  aucune  régu- 

(*)  On  doit  à  un  Mathématicien,  nommé  /.  Paul 
Büchner  ^  des  tables  publiées  à  Nuremberg  en  1701  ,  dans 
lefquelles  on  trouve  tant  les  quarrés  que  les  cubes  de 
tous  les  nombres  depuis  i  jufqu'à  12000. 
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larité  dans  cette  fuite  ;  mais  (î  nous  prenons 
les  différences  de  ces  nombres ,  nous  voyons 
fe  former  la  férié  fuivante  : 

12, i8,  24,  30, 36,42, 48,  54; 
dans  laquelle  les  termes  augmentent  tou- 
jours évidemment  de  6. 

154. 

Après  la  définition  que  nous  avons  donnée 
du  cube  ,  il  ne  fera  pas  difficile  de  trouver 
les  cubes  des  nombres  fraftionnaires  :  on 
verra  que  \  eft  le  cube  de  \  ;  que  ~  eft 
le  cube  de  7 ,  &  que  ~  eft  celui  de  |.  En 
<effet  on  n'a  qu  à  prendre  féparément  le  cube 
du  numérateur  &  celui  du  dénominateur , 
on  aura  g  pour  le  cube  de  la  fraftion  ^. 

155- 

Si  c'eft  d'un  nombre  mixte  qu'il  s'agit 
de  trouver  le  cube  ,  il  faut  d'abord  le  ré- 
duire en  une  feule  fra6lion  ,  &  procéder 
eniuite  comme  il  a  été  dit.  Pour  trouver, 
par  exemple ,  le  cube  de  i  \y  il  faut  prendre 

celui 
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celui  de  I ,  qui  efl  ^,  ou  3  &  |-.  De  même 
le  cube  de  i  -,  ou  de  la  fraftion  feuie  7*, 
eft  ^'  ou  I  &  1^  ,  &  le  cube  de  3  ^  ou 
^e^eft^^,  ou34;^. 

156. 

Puifque  aaa  eft  le  cube  de  a,  celui  du 
nombre  ab  fera  aaahhh ;  d'où  l'on  voit 
que  fi  un  nombre  a  deux  ou  plufieurs  fac- 
teurs ,  on  peut  trouver  Ton  cube  en  mul- 
tipliant enfemble  les  cubes  de  ces  facteurs» 
Par  exemple ,  comme  1 2  eft  autant  que 
3.4,  on  multiplie  le  cube  de  3  ,  qui  eft  27, 
par  le  cube  de  4  qui  eft  64  ,  &  on  obtient 
1728,  cube  de  12.  On  voit  de  plus  que 
le  cube  de  2  a  eft  8  a  a  t: ,  &:  par  conféquent 
8  fois  plus  grand  que  le  cube  de  rz  y  &  de 
même,  que  le  cube  de  3  a  eft  ij  aaa^ 
c'eft  à-dire  qu'il  eft  27  fois  plus  grand  que 
le  cube  de  a, 

Faifons  attention  aufîi  aux  iignes  -j-^  &: 
— .  Il  eft  clair  d'abord  que  le  cube  d'un 
Tome  /,  H 
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nombre  po{îtif~}-a  ne  peut  qu'être  pofîtif  de 
même,  c'eil-à-dire  -^-aaa.  Mais  s'il  s'agit 
de  prendre  le  cube  d'un  nombre  négatif 
' — a,  on  verra  qu'en  prenant  d'abord  le 
quarre ,  lequel  eft  -j-  aa ,  &  multipliant  en- 
fuite  ,  félon  la  regle ,  ce  quarre  par  — a^ 
le  cube  cherché  devient  —  a  a  a.  Il  n'en  eft 
donc  pas ,  à  cet  égard ,  des  nombres  cu- 
biques comme  des  nombres  quarrés  ,  puif- 
que  ceux-ci  fe  trouvent  toujours  poiitifs. 
Le  cube  de  —  i  eft  —  i  ,  celui  de  —  2 
eft  —  8  5  celui  de  —  3  eft  —  27  ,  &  ainft 
de  fuite. 

CHAPITRE     XV. 

Des  Racines  cubiques  &  des  Nombres  irra^ 
tionncls  qui  en  dérivent, 

158. 


'E  même  qu'on  peut ,  comme  on  a  vu, 
trouver  le  cube  d'un  nombre  donné ,  on 
peut  réciproquement  aufti ,  étant  donné  un 
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nombre  quelconque  ,  trouver  le  nombre 
qui ,  multiplié  trois  fois  par  lui-même  ,  pro- 
duit le  nombre  propofé.  Ce  nombre  cher- 
ché s'appelle  relativement  à  l'autre  ^la  ra-- 
eine  cubique,  Ainfi  la  racine  cubique  d'un 
nombre  donné  eil  le  nombre  dont  le  cube 
eil  égal  à  ce  nombre  donné. 

159. 

Il  eij  donc  facile  de  déterminer  la  racine 
cubique,  quand  le  nombre  propofé  eft  réel- 
lement un  cube,  comnie  nous  en  avons  vu 
des  exemples  dans  le  chapitre  précédent. 
On  fent  bien  que  la  racine  cubique  de  i 
eil  I  ;  que  celle  de  8  eil  2  ;  que  celle  de 
27  eil  3  ;  que  celle  de  64  eil  4  ,  &  ainiî 
de  fuite.  Et  pareillement ,  que  la  racine  cu- 
bique de  —  27  eil  — ^  3  j  &  que  celle  de 
—  1 2  5   eil  —  5 . 

De  plus ,  que  iî  le  nombre  propofé  eil 
rompu ,  comme  — ,  la  racine  cubique  en 
•doit  être  ^  ;  ^  que  celle  de  ^^  eil  i'.  Enfin, 
que  la  racine  cubique  d'un  nom.bre  mixte 

H  ij 
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2  ^  doit  être  ^  ou  i  j  j  parce  que  2  ^  efl 
autant  que  ~. 

160. 

Mais  fi  le  nombre  propofé  n'eil  pas  réel- 
lement un  cube  ,  fa  racine  cubique  ne 
pourra  pas  non  plus  s'exprimer  ni  en  nom- 
bres entiers  ,  ni  en  nombres  fra6l:ionnaires. 
Par  exemple ,  43  n'eft  pas  un  nombre  cu- 
bique ;  je  dis  donc  qu'il  efl  impoflible  d'af- 
figner  un  nombre ,  foit  entier  Toit  fraftion- 
naire ,  dont  le  cube  faße  exaftement  43, 
Ce  qu'on  peut  affurer  cependant,  c'eft  que 
la  racine  cubique  de  ce  nombre  eil  plus 
grande  que  3  ,  vu  que  le  cube  de  3  ne  fait 
que  27  ,  &  que  cette  racine  efl  plus  petite 
C{ue  4  ,  parce  que  le  cube  de  4  eft  64,  Nous 
favons  donc  que  la  racine  cubique  cher- 
chée efl  néceffairement  contenue  entre  les 
nombres  3  &  4. 

161. 

Si  l'on  veut  donc ,  puifque  la  racine  cu- 
bique de  43  furpaffe  3  ,  ajouter  à  3  une 
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fraélîon  5  il  eft  fur  qu'on  pourra  de  plus  en 
plus  approcher  de  la  vraie  valeur  de  cette 
racine  5  mais  on  ne  pourra  cependant  ja- 
mais indiquer  de  nombre  qui  exprime  exac- 
tement cette  valeur  ;  parce  que  le  cube 
d'un  nombre  mixte  ne  peut  jamais  être  par- 
faitement égal  à  un  nombre  entier  ,  tel 
qu'eiî:  43.  Si  l'on  ruppofoit,  par  exemple^ 
que  3  ^  ou  J  fût  la  racine  cubique  cherchée 
de  43 ,  on  fe  tromperoit  de  \  ;  car  le  cube 
de  J  ne  fait  que  ^-|-^  ou  42  -|. 

162. 

Il  eft  donc  clair  par-là  que  la  racine  cu- 
bique de  43  ne  peut  en  aucune  manière 
s'es^primer  foit  par  des  nombres  entiers , 
foit  par  des  fraftions.  Cependant  on  a  une 
idée  diflinfte  de  la  grandeur  de  Cette  ra- 
cine j  cela  engage  à  fe  fervir ,  pour  l'in- 
diquer ,  du  iigne  y  ,  qu'on  met  devant  îe 
nombre  propofé ,  &  qu'on  prononce  racine 
cubique  ,  afin  de  la  dillinguer  de  la  racine 
quarrée  ,  laquelle  on  ne  fait  fouvent  que 

H  iij 
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nommer  amplement  racine.  Ainfî  ^43  {î- 
gnifie  la  racine  cubique  de  43  ,  c'eft-à-dire, 
le  nombre  dont  le  cube  eft  43  ,  ou  qui , 
multiplié  trois  fois  par  lui-même ,  fait  43, 

163. 

Il  eft  donc  clair  aufîi  que  de  telles  ex- 
preflions  ne  peuvent  appartenir  aux  quan- 
tités rationnelles  ,  &  qu'elles  conftituent 
plutôt  une  efpece  particulière  de  quantités 
irrationnelles.  Elles  n'ont  même  rien  de 
commun  avec  les  racines  quarrées ,  &  il 
n'eft  pas  poffible  d'exprimer  une  telle  ra- 
cine cubique  par  une  racine  quarrée,  com- 
me par  exemple  par  y  ii;  car  le  quarre 
de  y  I  2  étant  i  2  ,  fon  cube  fera  i  2  y  12, 
par  conféquent  encore  irrationnel  &  tel 
qu'il  ne  peut  être  égal  à  43. 

164. 

Que  Ü  le  nombre  propofé  efl  un  cube 
réel ,  nos  expreffions  deviennent  rationnel- 
les: V  I  eft  autant  que  i  j  y  8  efl  autant 
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que  2  ;  V  27  autant  que  35  &  en  général 
yaaa  autant  que  a, 

165. 

S'il  étoit  queflion  de  multiplier  une  ra- 
cine cubique  comme  y  a  par  une  autre 

comme  \/ b  ,  le  produit  doit  être  y  a  b  ; 
car  nous  favons  que  la  racine  cubique  d'un 
produit  ab  Çq  trouve  en  multipliant  enfem- 
ble  les  racines  cubiques  des  fa61eurs.  On 
voit  par  cela  même  que  s'il  s'agiiToit  de  la 

divifion  de  y  a  par  yb ,  le  quotient  feroit 

166. 

On  comprend  auffi  que  zya  eft  autant 

que  y  ^  a  y  parce  que  2  équivaut  à  y  8  ; 

que  3v  ^  ell  autant  que  y  ija^  &  bya 

autant  que  y  ^^  <^ /^.  Ainfl  réciproquement, 
il  le  nombre  qui  fuit  le  ligne  radical  a  un 
facteur  qui  foit  un  cube ,  on  peut  le  faire 

H  iv 
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difparoître  en  en  mettant  la  racine  cubique 
devant  le  figne.  Par  exemple ,  au  lieu  de 
y  64a  on  peut  écrire  4\/ai  &  5yaau 
lieu  de  y  1250.  Il  fuit  de- là  que  y  16  eft 
autant  que  2  y  2 ,  parce  que  16  eft  au- 
tant que  8.2. 

167. 

Quand  un  nombre  propofé  eft  négatif, 
fa  racine  cubique  n'eft  pas  fujette  aux  dif- 
ficultés que  nous  avons  rencontrées  en  trai- 
tant des  racines  quarrées.  Car  puifque  les 
cubes  de  nombres  négatifs  font  négatifs^  de 
même  il  s'enfuit  qu'auflx  les  racines  cubiques 
de  nombres  négatifs  font  limplement  néga- 
tives. Ainfî  y —8  fignifîe  —  2 ,  &  y —2.7 , 
eft  autant  que  —  3.   Il  s'enfuit  auffi  que 

y —12   eft  la  même   chofe  que  —y  12, 

&  que  \/ —a  peut  s'exprimer  par  —y  a. 
D'où  l'on  voit  que  le  (igné  — ,  s'il  fe  trouve 
derrière  le  figae  de  la  racine  cabique ,  au- 
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roit  aufîî  pu  fe  mettre  devant  ce  figne.  Nous 
ne  femmes  donc  pas  conduits  ici  à  des  nom- 
bres impoflibles  ou  imaginaires,  comme 
cela  nous  eft  arrivé  en  confidérant  les  ra- 
cines quarrées  des  nombres  négatifs. 

>  »■■■■«W ■WI..II..I.I         .■^■^■■■■l.■  ■  I 

CHAPITRE    XVI. 

Des  Puijfances  en  généraL 

i68. 


L 


E  produit  qu'on  obtient  en  multipliant 
un  nombre  pluiieurs  fois  par  lui-même  ,  fe 
nomme  une  puijfance.  Ainii  un  quarre  qui 
provient  de  la  multiplication  d'un  nombre 
par  lui-même  ,  &  un  cube  qu'on  obtient  en 
multipliant  un  nombre  trois  fois  par  lui- 
même  ,  font  des  puifTances.  On  dit  aufil 
dans  le  premier  cas  ,  que  le  nombre  efc 
élevé  au  fécond  degré  ,  ou  à  la  féconde 
puilTance  ;  &  dans  l'autre  cas ,  que  le  nom- 
bre eft  élevé  au  troifieme  degré  ou  à  la 
troifieme  puilTance. 
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169. 

C'efl:  qu'on  diftingue  ces  puifTances  l'une 
de  l'autre  par  le  nombre -de  fois  que  le  nom- 
bre propofé  a  été  multiplié  par  lui-même. 
Par  exemple ,  un  quarre  fe  nomme  la  fé- 
conde puifîance,  parce  qu'un  certain  nom- 
bre donné  a  été  multiplié  deux  fois  par  lui- 
même  j  {i  un  nombre  a  été  m.ultiplié  trois 
fois  par  lui-même ,.  on  nomme  le  produit 
îa  troifîeme  puifTance^  laquelle  fignifie  donc 
la  même  chofe  qu'un  cube.  Multipliez  un 
nombre  quatre  fois  par  lui  -  même  ,  vous 
aurez  fa  quatrième  puifTance ,  ou  bien  ce 
qu'on  nomme  communément  le  quarré- 
quarré  ou  le  bi-  quarre  :  ßl  il  n'eft  pas  dif- 
ficile à  préfent  de  comprendre  ce  qu'on 
entend  par  la  cinquième ,  fixieme ,  feptie- 
me ,  &c.  puiiTance  d'un  nombre.  J'ajoute 
feulement  que  ces  puifTances  cefTent  après 
le  quatrième  degré  d'avoir  d'autres  noms 
particuliers. 
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170. 

Pour  éclaircir  tout  cela  encore  mieux , 
nous  remarquerons  d'abord  que  les  puif- 
fances  de  i  refient  conftamment  les  mêmes  ; 
parce  que  ,  quelque  nombre  de  fois  qu'on 
multiplie  ce  nombre  i  par  lui-même,  le 
produit  fe  trouve  toujours  être  i.  Nous 
commencerons  donc  ici  par  indiquer  les 
puifTances  de  2  &:  de  3  .Voici  l'ordre  qu'elles 


iliivent  r 


Puijfa. 


du  Nombre  2  , 

du  Nombre  j. 

2 

3 

4 

9 

8 

^7 

16 

81 

3^ 

243 

64 

729 

128 

2187 

256 

6561 

512 

19683 

1024 

59049 

2048 

177147 

409^ 

531441 

8192 

1594323 

16384 

4782969! 

-^      3176^ 

14348907 1 

65536 

43046721 

131072 

129140163 

262144 

387420489  ! 
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Mais  ce  font  fur-tout  les  puiiïances  du 
nombre  lo  qui  font  remarquables  ;  car  fur 
ces  puifTances  fe  fonde  toute  notre  Arith- 
métique. En  voici  quelques-unes  rangées 
par  ordre  ,  en  commençant  par  la  première 
puifTance  : 

I.      IL       ilî.        IV.         V.  VI. 

10,  lOO  ,  1000,  lOOOO,  lOOOOO,  lOOOOOO,  &c, 

171. 

Si  l'on  veut  maintenant  envifager  la  chofe 
d'une  manière  plus  générale  ,  on  verra  que 
les  puiffances  d'un  nombre  quelconque  a 
fe  fuivent  dans  cet  ordre  : 

I.    IL     IIL      IV.  V.  VL 

a ,  aa  ^  aaa ,  a  aaa ,  aaaaa  ,  a  a  a  a  a  a  ,  &c. 

Mais  on  ne  tardera  pas  à  s'appercevoir 
de  l'inconvénient  qui  accompagne  cette 
façon  d'écrire  les  puiffances  ,  &  qui  con- 
fiée en  ce  qu'il  faudroit ,  pour  exprimer  de 
grandes  puiffances ,  écrire  la  même  lettre 
très  -  fouvent  -,  le  Lefteur  même  n'auroit 
pas  moins  de  peine ,  s'il  étoit  obligé  de 
compter  toutes  ces    lettres   pour   favoir 
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quelle  puifîance  on  a  voulu  indiquer.  La 
centième  puiiTance  ,  par  exemple  ,  ne 
s'écriroit  pas  commodément  de  cette  fa- 
çon-là ,  &  il  feroit  encore  plus  difîicile  de 
ia  reconnoître. 

172. 

Afin  d'éviter  cet  inconvénient  ^  on  a 
imaginé  une  façon  bien  plus  commode  d'ex- 
primer de  telles  puiffances ,  &  qui  mérite  à 
caufe  de  fon  ufage  étendu ,  d'être  expliquée 
foigneufement:  favoir,  pour  exprimer,  par 
exemple ,  la  centième  puiflance ,  on  écrit 
Simplement  le  nombre  i  oo  au-deffus  de  ce- 
»  lui  dont  on  veut  exprimer  la  centiemiC  puif- 
I  iance,  &  un  peu  vers  la  droite  :  ain{i  a  '°°, 
qui  fignifie  a  élevé  à  loo,  indique  la  cen- 
tième puilTance  de  a.  Il  ne  faut  ])as  ou- 
blier qu'on  donne  le  nom  ^expofant  au 
nombre  écrit  au-deflus  de  celui  dont  il  in- 
dique la  puiiTance  ou  le  degré  ,  6:.  qui  efl 
1 00  dans  le  cas  que  nous  avons  fuppofé. 
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173- 

De  cette  manière  a  -  iïgniiie  donc  a  élevé 
-à  2  ,  ou  la  féconde  puiflance  de  a ,  laquelle 
cependant  on  indique  aufîi  quelquefois  par 
aa,  parce  que  l'une  &  l'autre  expreffion 
s'écrit  &  fe  comprend  avec  la  même  fa- 
cilité. Mais  déjà  pour  exprimer  le  cube  ou 
la  troifieme  puiflance  aaa^  on  écrit  a^  con- 
formément à  la  nouvelle  regle  ,  afin  de 
gagner  de  la  place.  De  même  a^  fignifie 
la  quatrième ,  a^  Id.  cinquième ,  &:  a ^  la 
iixieme  puiflance  de  a. 

En  un  mot  toutes  les  puifîances  de  a  fe 
repréfenteront  par 

a ,  a- ,  a%  a"* ,  a'  ,  a^ ,  fl^ ,  a%  a' ,  a  '  ° ,  &:c. 
d'où  l'on  voit  que  ,  fuivant  cette  manière , 
on  auroit  très-bien  pu  écrire  a  '  au  lieu  de  a 
pour  le  premier  membre  de  la  férié ,  afin 
d'en  mieux  faire  appercevoir  l'ordre.  En 
effet  a'  n'efl:  autre  chofe  que  a,  vu  que 
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cette  unité  indique  que  la  lettre  a  ne  doit 
s'écrire  qu'une  fois.  Une  pareille  fuite  de 
puiiTances  fe  nomme  auiîi  une  progrefîion 
géométrique ,  parce  que  chaque  terme  efl 
d'un  nombre  de  fois  plus  grand  que  le  pré- 
cédent. 

'75- 

Comme  dans  cette  même  fuite  de  puif- 
fances  chaque  terme  fe  trouve  en  multi- 
pliant par  a  celui  qui  le  précède ,  ce  qui 
augmente  l'expofant  de  i  j  on  peut  aufîi, 
au  moyen  d'un  terme  donné  ,  trouver  celui 
qui  le  précède ,  en  divifant  par  a  ,  parce 
que  c'eft  diminuer  l'expofant  d'une  unité. 
Cela  nous  apprend  que  le  terme  qui  pré- 
cède le  premier  terme  a  '  ,  doit  être  nécef- 
fairement  j  ou  i  j  or  fi  l'on  fe  regle  fur  les 
expofans ,  on  conclura  fans  peine  que  ce 
terme  qui  précède  le  premier ,  doit  être  a  ° . 
On  peut  donc  déduire  de-là  la  propriété 
remarquable  ,  que  a*  efl:  conilamment  égal 
à  I ,  quelque  valeur  grande  ou  petite  qu'ait 
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le  nombre  ^  ,  &  même  quand  a  n'efl  rien  5 
c'efl-à-dire  que  même  0°  fait  i. 

176. 

Nous  pouvons  continuer  encore  notre 
fuite  de  puifTances  en  rétrogradant  ,  & 
même  de  deux  manières  différentes  :  l'une  en 
divifant  toujours  par  a  ;  l'autre  en  diminuant 
l'expofant  d'une  unité.  Et  nous  ne  pouvons 
douter  que ,  fuivant  l'une  ou  l'autre  façon, 
les  termes  ne  foient  parfaitement  égaux. 
Nous  allons  préfenter  cette  férié  rétrograde 
fous  l'une  &  l'autre  forme ,  en  avertiffant 
que  c'eft  auffi  à  rebours ,  c'efl-à-dire ,  en 
allant  de  la  droite  vers  la  gauche ,  que  l'on 
doit  la  lire. 


ir 


I 

aaaaaa 

I         I 

aaaaaaaaa 

I 

aaa 

I 

a' 

T 

aa 

I 

a 
1 

a-' 

I 
a" 

a 

a' 

I 

I 

I 
a' 

\ 

a« 

a' 

a-^ 

a—' 

a-' 

a- 3 

177. 
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177. 

Nous  voici  parvenus  à  connoître  des 
puifîances  dont  les  expofans  font  négatifs , 
&  à  pouvoir  affigner  exactement  les  va- 
leurs de  ces  puiiTances.  Nous  mettrons  fous 
les  yeux  ce  que  nous  avons  trouvé ,  de  là 
façon  qui  fuit:  d'abord 

a"     eft  autant  que  i  ;  enfuite 


a- ^ ; 


—  ou  ~  i 


a 3  j 


a 


êc  ainfi  de  fuite. 

178. 

Il  efl  clair  aufli  par  ce  qui  a  précédé^ 
comment  on  doit  trouver  les  puiiTances 
d'un  produit  ab.  Elles  feront  évidemment 
ab  ou  a'  b'  ,  a^  b*  ^  a'  b^  ,  a'  ^*  ,  a'  b^ ,  &c. 
Et  on  trouvera  de  même  les  puiffances  des. 
fraftions  ;  par  exemple  ,  celles  de  J  font 
ß'       a^       a^       a'^      a'       a^       a^ 

V  F'  V  V  V^  V  V      '  . 

Tome  /,     '  I 
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179. 

Enfin  nous  avons  à  confidérer  aufîi  les 
pirliTances  des  nombres  négatifs.  Or  fup- 
pofons  donné  le  nombre  —  a  ;  fes  puiffan- 
ces  fe  luivront  dans  l'ordre  que  voici  : 

On  voit  donc  qu'il  n'y  a  que  les  puif- 
fances  dont  les  expofans  font  des  nombres 
impairs ,  qui  deviennent  négatives ,  &  qu'au 
contraire  toutes  les  puifTances  qui  ont  un 
nombre  pair  pour  expofant  ,  font  poiiti- 
ves.  En  effet ,  les  puifTances  troifieme ,  cin- 
quième ,  fepticme  ,  neuvième  ,  &c.  ont 
toutes  le  figne  — -,  &  les  puifTances  fé- 
conde ,  quatrième ,  fixieme ,  huitième ,  &c. 
font  affeftées  du  figne  4-« 
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CHAPITRE     XVI  I. 

Du  calcul  des  Puißances, 

180. 


N. 


ous  n'avons  rien  à  obferver  de  par- 
ticulier par  rapport  à  l'addition  &  à  la  fouf- 
traftion  des  puiffances  ;  car  on  ne  faic 
qu'indiquer  ces  opérations  moyennant  les 
fîgnes  -["  &  — }  quand  les  puiffances  font 
différentes  entr'elles.  Par  exemple,  a^  -^-a*' 
efl:  la  fomme  de  la  féconde  &  de  la  troi- 
iieme  puiffance  de  a  ;  &  a'  — a^  eil  ce  qui 
jefte  en  fouirrayant  la  quatrième  puiffance 
de  a  de  la  cinquième  j  &  l'on  ne  peut  indi- 
quer plus  briévem.ent  ni  l'un  ni  l'autre  ré- 
fultat.  Que  s'il  s'agit  de  pujffances  de  la 
même  efpece  ou  du  même  degré  ,  il  ^ff 
clair  qu'il  n'eff  pas  néceffaire  de  les  lier  pac 
désignes:  a^^a^  fait  la'^  &c. 


lij 
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181. 

Mais  la  multiplication  des  puiffances 
exige  qu'on  fafTe  attention  à  différentes 
chofes. 

D'abord  quand  il  s'agit  de  multiplier 
par  a  une  puifTance  quelconque  de  <3 ,  on 
obtient  la  puiflance  fuivante  ,  c'eft-à-dire , 
celle  dont  l'expcfant  eft  d'une  unité  plus 
grand.  Ainfi  a^ ,  multiplié  par  a ,  fait  a^  ; 
&  a' ,  multiplié  par  a ,  fait  a'' .  Et  de  même, 
quand  il  s'agit  de  multiplier  par  a  les  puif- 
fances de  ce  nombre  qui  ont  des  expofans 
négatifs ,  on  ne  fait  qu'ajouter  i  à  l'expo- 
fant.  Ainfi  a-'  multiplié  par  a  produit  a°  ou 
I  ;  ce  qui  eft  d'autant  plus  évident  ,  que 
a—^  eft  égal  à  j ,  &  que  le  produit  de  a 
par  ^  étant  ^ ,  il  eft  par  conféquent  égal  à  i . 
Par  des  raifons  femblabîes  a— ^ ,  multiplié 
par  a  ,  fait  a—*  ou  ^  ;  &  a—'°  ,  multiplié 
par  a ,  donne  a—'^ ,  &  ainfi  de  fuite. 


p^  A  L    G    E    B   R    E,  133 

182. 

Enfuite ,  s'il  eft  queftion  de  multiplier 
une  puilTance  de  a  par  a  a  ou  par  la  deu- 
xième puiflance  ,  je  dis  que  rexpofant  de- 
vient plus  grand  de  2.  Ainfî  le  produit  de 
ß*  par  fl*  eft  a^  ;  celui  de  a^  par  a'  ell  a'  ; 
celui  de  a'*  par  a^  efl  a^  ;  &  plus  généra- 
lement encore  ,  a"  multiplié  par  a^  fait 
^n+7.^  Pour  ce  qui  efl  des  expofans  néga- 
tifs, on  aura  a"  ou  ^  pour  le  produit  de  a~^ 
par  a^  ;  car  a—^  étant  égal  à  j ,  c'efl  com- 
me fi  l'on  avoit  à  divifer  a  a  par  a  ;  par 
conféquent  le  produit  cherché  efl:  ^  ou  a. 
De  même  a—* ,  multiplié  par  a- ,  fait  a°  ou 
1 5  &  a— 3  j  multiplié  par  a- ,  fait  a—' . 

183. 

Il  n^eft  pas  moins  évident  que ,  pouf 
multiplier  une  puiflance  quelconque  de  a 
par  a%  il  faut  en  augmenter  l'expofant  de 
trois  unités  j  &  que  par  conféquent  le  pro- 
duit de  a"  par  a'  efta"'*-^  Et  toutes  les  fois 

I  iii 
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donc  qu'il  s'agit  de  multiplier  enfemble 
deux  puifTances  de  ^ ,  on  voit  que  le  pro- 
duit fera  de  même  une  puiflance  de  a ,  & 
tel  que  fon  expolant  fera  la  fomme  de  ceux 
des  deux  puiffances  données.  Par  exemple, 
a*  multiplié  par  <3'  fera  a' ,  &  a'^*  multiplié 
par  a'  fera  a'%  8rc, 


En  partant  de -là  on  peut  déterminer 
afTez  facilement  des  puiffances  très-élevées. 
Pour  trouver  ,  par  exemple  ,  la  vingt-qua- 
trième puiffance  de  2  ,  je  multiplie  la  dou- 
zième puiflance  par  la  douzième  puiffance , 
parce  que  z"-*  efl  autant  que  2'' multiplié 
par  2'%  Or  nous  avons  vu  plus  haut  que 
2'^  fait  4096  j  je  dis  donc  que  c'eft  le 
nombre  1 6777 ii6 y  ou  le  produit  de  4096 
par  4096  ,  qui  exprime  la  puiffance  cher- 
chée 2*\ 

185. 

Paffons  à  la  divifion.  Nous  remarque- 
rons en  premier  lieu ,  que  pour  divifer  une 
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puiffance  de  a  par  a,  il  faut  fouflraire  i 
de  l'expofant ,  eu  le  diminuer  de  lunité. 
Ainfi  fl' ,  divifé  par  a ,  fait  a*  ;  a°  ou  i  , 
divifé  par  a ,  eft  autant  que  a-^  ou  ^  j  «-5  ^ 
divifé  par  cï  ,  fait  a—^ , 

186. 

Si  c'eft  par  a^  qu'il  faut  divifer  une  puif- 
fance donnée  de  û:  ,  il  faudra  diminuer 
l'expofant  de  2  ;  &  fi  c'ell  par  ^5  ^  il  faut 
fouflraire  trois  unités  de  l'expofant  de  la 
puiffance  propofée.  Ainfi  en  général ,  quel- 
que puiffance  de  a  que  ce  foit  qu'il  s'agiffe 
de  divifer  par  une  autre  puiffance  quel- 
conque de  a  _,  la  regle  eil  toujours  de  fouf- 
traire  l'expofant  de  la  féconde  de  l'expo- 
fant de  la  première  de  ces  puifîances.  C'eft' 
ainfi  que  a^^,  divifé  par  a 7  ,  donnera  a^  -^ 
que  a^  ,  divifé  par  a"^ ,  donnera  a—^  ;  & 
que  a— 3  ,  divifé  par  a'^ ,  donnera  a-^. 

187. 

Par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut, 
il  eil  facile  de  comprendre  comment  on: 

I  iy 
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doit  trouver  les  puiffances  des  puiflances, 
&  que  cela  fe  fait  par  la  multiplication. 
Quand  on  cherche^  par  exemple ,  le  quarre 
ou  la  féconde  puifTance  de  a^  ^  on  trouve 
0^  j  &  de  la  même  manière  on  trouve  a^* 
pour  la  troißeme  puifTance ,  ou  le  cube  de 
ö4  ;  on  voit  que  pour  prendre  le  quarre 
d'une  puifTance ,  il  n'y  a  qu'à  doubler  fon 
expofant  ;  que  pour  en  prendre  le  cube , 
il  faut  tripler  cet  expofant ,  &  ainfi  de  fuite. 
Le  quarre  de  a"  efl  a^";  le  cube  de  a"  efl 
a^" i  la  feptieme  puilTance  de  a"  ef^.  a''" ,  &c, 

i88. 

Le  quarre  de  d^ ,  ou  le  quarre  du  quarre 
de  a  étant  a^  ,  on  voit  pourquoi  on  nomme 
la  quatrième  puifTance ,  le  bi-quarré  ou  le 
quarré-quarré. 

Le  quarre  de  ö!^  efl:  a^  ,  c'efl  ce  qui  a 
fait  donner  à  la  fixieme  puifTance  le  nom 
de  quarré-cube. 

Enfin  le  cube  de  a^  étant  a?  ^  on  appelle 
les  neuvièmes  puifTances  cubcs-cubçs.  On 
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n'a  pas  introduit  d'autres  dénominations  de 
cette  efpece  pour  les  puiflances ,  &  même 
les  deux  dernières  ne  font  pas  fort  en  ufage. 


CHAPITRE    XVII I. 

Des    Racines    relativement    à   toutes  les 
Puijfances  en  général. 


P 


189. 


uiSQUE  la  racine  quarrée  d'un  nombre 
donné  eft  un  nombre  tel  que  Ton  quarre 
eil  égal  à  ce  nombre  donné  ,  &  que  la 
racine  cubique  d'un  nombre  donné  eft  un 
nombre  tel  que  fon  cube  eft  égal  à  ce  nom- 
bre donné  ;  il  s'enfuit  qu'étant  donné  un 
nombre  quelconque ,  on  peut  toujours  en 
indiquer  des  racines  telles  que  leur  qua- 
trième ou  leur  cinquième  puilî'ance ,  ou 
quelque  autre  à  volonté  ,  foit  égale  au 
nombre  donné.  Afin  de  dillinguer  mieux 
ces  différentes  efpeces  de  racines,  nous 
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nommerons  la  racine  quarrée ,  rac'me  deu- 
xième ;  la  racine  cubique  ,  racine  troifieme  y 
parce  que  d'après  cette  dénomination  on 
peut  nommer  racine  quatrième  y  celle  dont 
le  quarre  -  quarre  eft  égal  à  un  nombre 
donné  ;  &  racine  cinquième ,  celle  dont  la 
cinquième  puifTance  eft  égale  à  un  nombre 
donné ,  &c. 

190. 

De  même  que  la  racine  quarrée  ou  deu- 
xième s'indique  par  le  figne  y  ,  &  la  racine 

cubique  ou  troifieme ,  par  le  figne  y,  on 
repréfente  la  racine  quatrième  par  le  ligne 

y;  la  racine  cinquième  par  le  figne  y 
&  ainfi  de  fuite.  Il  eft  clair  que  fuivant  cette 
façon  de  s'exprimer  ,  le  figne  de  la  racine 

quarrée  devroit  être  y.  Mais  comme  de 
toutes  les  racines  c'eft  celle-ci  qui  fe  pré- 
fente  le  plus  fouvent ,  on  eft  convenu ,  pour 
abréger ,  d'omettre  le  nombre  2  du  figne 
de  cette  racine.  Ainfi  ^  c|uand  dans  un  figne 
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radical  il  ne  fe  trouve  pas  de  nombre  ^  cela 
fuppofe  toujours  que  c'eft  la  racine  quarrée 
qu'on  a  voulu  indiquer. 

191. 

Nous  allons ,  pour  nous  expliquer  encore 
mieux ,  mettre  fous  les  yeux  les  différentes 
racines  du  nombre  a  ,  avec  leurs  fignifi- 
cations. 

y  a  efl:  la  1 1.^  racine  de 

^a  .  IIL^ 

^'a  IV.^ 


VJ 


-  VI.^ 


&  ainfî  de  fuite. 

De  forte  que  réciproquement: 

la    1 1.^  puifîance  de  y/  a  eil  égale  aß, 

la  III.^ \a a^ 

la  IV.^ ^a a, 

la     V." ^'a 

la  V  L^ ^- ^a 

&  ainli'de  fuite. 


■a 


140  E  L    é   M  E   N   s 

192. 

Que  le  nombre  a  foit  donc  grand  ou 
petit  ,  on  comprend  quel  fens  on  doit 
attacher  à  toutes  ces  racines  de  différens 
degrés. 

Il  faut  remarquer  aufîî ,  que  (î  l'on  prend 
pour  a  l'unité  ,  toutes  ces  racines  reftent 
conftamment  i  j  parce  que  toutes  les  puif- 
fances  de  1  ont  pour  valeur  l'unité.  Que 
£  le  nombre  a  eft  plus  grand  que  i  ,  toutes 
fes  racines  auîTi  furpaiTeront  l'unité.  Enfin , 
que  fi  ce  nombre  efi:  plus  petit  que  i  , 
toutes  fes  racines  auiïi  feront  moindres  que 
l'unité. 

193- 

Quand  le  nombre  a  efi:  pofitif ,  cri  com- 
prend ,  par  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  des 
racines  quarrées  &  cubiques ,  que  toutes 
les  autres  racines  aufli  pourront  être  indi- 
quées réellement,  &  feront  des  nombres 
réels  &  pofîibles. 
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Mais  fî  le  nombre  a  eft  négatif,  il  faut 
que  (es  racines  ,  deuxième  ,  quatrième , 
fixieme ,  &  en  général  toutes  celles  d'un 
degré  pair  ,  deviennent  des  nombres  im- 
pOiiibles  ou  imaginaires  j  parce  que  toutes 
les  puifTances  d'un  degré  pair  ,  tant  des 
nombres  pufitifs  que  des  nombres  négatifs, 
font  toujours  afie^'tées  du  {igné  plus.  Au 
lieu  que  les  racines  troilieme  ,  cinquième , 
feptieme ,  &  en  général  toutes  les  racines 
impaires,  deviennent  négatives,  mais  ra- 
tionnelles ;  parce  que  les  puifTances  im- 
paires de  nombres  négatifs ,  font  négatives 
de  même. 

194. 

Enfin  nous  avons  là  aujfîi  une  fource  iné- 
puifable  de  nouvelles  efpeces  de  quantités 
fourdes  ou  irrationnelles  ;  car  toutes  les  fois 
que  le  nombre  a  n'eft  pas  réellement  une 
puifTance  telle  que  le  figne  radical  en  in- 
dique une ,  ou  femble  en  requérir  une ,  il 
ell  impoilible  aulTi  d'exprimer  cette  racine , 
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foit  en  nombres  entiers ,  foit  par  des  frac- 
tions ,  &  par  conféquent  cette  racine  doit 
alors  être  rangée  dans  la  claffe  des  nom- 
bres qu'on  nomme  irrationnels. 


CHAPITRE     XIX. 

De  la  manière  cT indiquer  les  Nombres  irra-» 
tionnels  par  des  expofans  fractionnaires^ 

195. 

xN  ous  venons  de  faire  voir  dans  le  cha- 
pitre précédent ,  que  le  quarre  d'une  pui{^ 
fànce  quelconque  fe  trouve  en  doublant 
i'expofant  de  cette  puiflance ,  &  qu'en  gé- 
néral le  quarre  ou  la  féconde  puiffance  de 
a"  eitti^''.  Il  s'enfuit  de-làl'inverfe^favoir, 
que  la  racine  quarrée  de  la  puiffance  a'^"  efl 
a"  ,  &  qu'on  la  trouve  en  prenant  la  moi- 
tié de  I'expofant  de  cette  puiffance  ,  ou  en 
divifant  cet  expofant  par  2, 
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I  96. 

Ainß  la  racine  quarrée  de  a*  eft  a*  ; 
celle  de  ^4  eft  a-  ;  celle  de  a'^  eil  a3  ;  ôc 
ainfî  de  fuite.  Et  comme  c'eil-là  une  vérité 
générale  ,  on  voit  que  la  racine  quarrée 
de  aï  doit  nécefTairement  être  a= ,  &  que 
celle  de  aï  efl  a  ^.  Par  conféquent  on  aura 
de  même  a  "^  pour  la  racine  quarrée  de  à^  ; 
d'où  l'on  voit  que  a^  elT:  autant  que  y  a  j 
&  cette  nouvelle  manière  d'indiquer  la 
racine  quarrée  ,  demande,  qu'on  y  falTe 
attention. 

197. 

Nous  avons  montré  aufTi  que  pour  trou- 
ver le  cube  d'une  puiffance  comme  a"  , 
il  falloir  multiplier  fon  expofant  par  3  ,  & 
que  par  conféquent  ce  cube  étoit  a"^" . 

Ainfi ,  quand  il  s'agit  de  trouver  en  ré- 
trogradant la  racine  troifieme  ,  ou  cubi- 
que ,  de  la  puiffance  a  3"  ,  on  ne  fait  que 
divifer  cet  expofant  par  3  ,  &  on  conclut 
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que  la  racine  cherchée  eft  a«.  Par  confë- 
quent  a*  ,  ou  a,  eft  la  racine  cubique  de 
ä5  .  ^î  eft  celle  de  a^  5  a 3  eft  celle  de  a^^ 
&  ainfi  de  fuite. 

198, 

Rien  n'empêche  d'appliquer  ces  princi- 
pes aux  cas  où  l'expofant  ne  feroit  pas  di- 
vifible  par  3  ,  &  de  conclure  que  la  racine 
cubique  de  a^  eft  aT ,  &  que  celle  de  a^ 
eft  a^  ou  a*  T.  Par  conféquent  auffi  la  ra- 
cine troi(ieme  ,  ou  cubique ,  de  a  même , 
ou  bien  de  a'  ,  doit  être  ai.  D'où  l'on  voit 

que  aï  eft  la  même  chofe  que  \a, 

199- 

Il  en  eft  de  même  des  racines  d'un  degré 
plus  élevé.  La  racine  quatrième  de  a  fera 
a  ^ ,  laquelle  expreftion  fignifie  donc  au- 
tant que  y  a.  La  racine  cinquième  de  a 
fera  aT  ,  ce  qui  eft  par  conféquent  l'équi- 
valent de  y  a  y  &  ces  vérités  s'étendent 
fans  difficulté  à  toutes  les  racines  d'un  degré 
plus  élevé.  200. 
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200. 

On  pourroit  donc  fe  pajßfer  entièrement 
des  fignes  radicaux  ufités ,  &  employer  à 
leur  place  les  expofans  fraftionnaires  que 
nous  venons  d'expliquer  ;  cependant  com- 
me on  efi  accoutumé  à  ces  fignes  depuis 
long-temps  ,  &  qu'on  les  rencontre  dans 
tous  les  écrits  analytiques ,  on  auroit  tort 
de  vouloir  les  bannir  tout-à-fait  du  calcul. 
Mais  on  a  raifon  aufli  de  fe  fervir  beaucoup, 
comme  l'on  fait  aujourd'hui ,  de  l'autre 
manière ,  parce  qu'elle  répond  avec  évi- 
dence à  la  nature  de  la  chofe.  En  effet, 
on  voit  fur  le  champ  que  a  ^  efl  la  racine 
quarrée  de  ^,  parce  qu'on  fait  que  le  quarre 
de  a^,  c'ed- à-dire ,  a^  multiplié  par  a^, 
eil  égal  à  a^  o\x  a, 

201. 

On  voit  par  ce  qui  a  précédé  ,  comment 
on  doit  interpréter  tous  les  autres  expofans 
rompus  qui  peuvent  fe  préfenter.  Que  ß 
Tome  /,  K 
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l'on  a,  par  exemple,  aT,  celafîgnifiequ^il 
faut  prendre  d'abord  la  quatrième  puiflance 
de  fl  ^  &  en  extraire  enfuite  la  racine  cu- 
bique ou  troifieme  5  de  forte  que  aT  efi: 
autant  que  ,  fuivant  la  façon  ordinaire  , 

ya'^.  Que  pour  trouver  la  valeur  de  a^> 
il  faut  prendre  d'abord  le  cube  ou  la  troi- 
fieme  puiflance  de  a ,  qui  eft  a^ ,  &  en 
extraire  après  cela  la  racine  quatrième  ; 
de  façon  que  d^  eil  la  même  chofe  que 

\a' .  De  même  aJ  efl  autant  que  y  <^^&c, 

202. 

Quand  la  fraftion  qui  repréfente  l'ex- 
pofant  furpalTe  l'unité  ,  on  peut  indiquer 
encore  d'une  autre  manière  la  valeur  de 
la  quantité  propofée.  Suppofez  que  ce  foit 
a^ -y  cette  quantité  équivaut  à  ß^^,  quieft 
le  produit  de  a-  par  a^ ,  Or  a^  étant  égal 
à  y  a ,  on  voit  que  a^efl  autant  que  a*  y  a. 
De  même  a'T  ou  a^^  eil  autant  que  a' 

y/ a,  &  (^ ,  c'eil-à-dire  a^^  ,   fignifie 
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a>  ya^ .  Ces  exemples  fiiflifent  pour  faire 
concevoir  la  grande  utilité  des  expcians 
fra6tionnaires. 

203. 

Le*jr  ufage  s'étend  aufîi  aux  nombres 
rompus:  Qu'on  ait  -^,  on  fait  que  cette 

quantité  eil  égale  à  ~T  j  or  nous  avons  vu 

plus  haut  qu'une  fraction  de  la  forme  — â 

peut  s'exprimer  par  a— «  j   ainfi  pour  ^ 

on  peut  fe  fervir  de  i'eixpreffion  a  — ^ .  De 

même  r^  eit  autant  que  a—^.    Soit  pro-   ' 


,  a 


pofée  encore  la  quantité  ^-^  j  qu'on  la  tranf- 


iorme  en  celle-ci: "'— 5-  y  qui  eft  le  produit 
de  à^  par  a—^-,  or  ce  produit  équivaut 

k  a^  ou  èi  a    ■*  ,  ou  enfin  k  ay  a.  L'uiage 

rendra  faciles  de  femblables  rédu6lions. 

K  ij 
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204. 

Enfin  nous  obferverons  que  chaque  ra- 
cine peut  fe  repréfenter  d'un  grand  nombre 
de  manières.  Car  \  a  étant  la  même  chofe 
que  <"^^  ,  &  ^  pouvant  être  transformé  en 
toutes  ces  fradions,  | ,  1,  | ,  ^,  ^  &c. 

il  eft  clair  que  y  a  eft  autant  que  y  a*  ,  & 

que  v  û^ ,  &  que  y  a'* ,  &  ainfi  de  fuite. 

Pareillement,  y  a  qui  fignifie    a^  ,    fera 

égale  à  \/ à^  &  à  y  ^' ,  &  à  y  a4.  Et  l'on 
yoit  de  même  que  le  nombre  a  ,  ou  a^  , 
pourroit  s'indiquer  par  les  exprefîions  ra- 
dicales qui  fui  vent  ; 

y  a*,     V^'.j     \^'^>     V^S    &C. 

205. 

Cette  propriété  eil:  d'un  bon  ufage  dans 
la  multiplication  &  dans  la  divifion.  Car 

ü  l'on  a ,  par  exemple  ,  à  multiplier  \/a 

par  \/a,  on  écrit  y  a'  pour  y  rt,  &  y  a* 
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au  lieu  de  y  a  ;  de  cette  façon  on  obtient 
de  part  &  d'autre  le  même  (igné  radical, 
&  la  multiplication  fe  faifant  maintenant , 

donne  le  produit  y  aK  Le  même  réfultat 
fe  déduit  de  ce  que  a^  multiplié  par  ai  fait 
fl^+î  j  car  ^  -(-  ^  efl  |- ,  &  par  conféquent 
le  produit  en  queflion  efl  en  effet  a^   ou 

S'il  s'agiffoit  de  divifer  \/ a  ou  a^  par 
y  a  ou  (2  î ,  on  auroit  pour  quotient  a  ^  ^ , 
ou  ß^     ^ ,   c'efi:- à-dire  ö^  ou  y  û-. 


CHAPITRE     XX. 

Qjn  traite  en  général  des  différentes  manières 
de  calculer  &  de  leur  liaifon» 

206. 

x\  ous  avons  expofé  jufqu'ici  différentes 
opérations  de  calcul  :  l'Addition ,  la  Souf- 
tra6lion,  la  Multiplication  &  la  Divifioni 

.  K  iij 

I 
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l'élévatioii  des  Puiffances  ,  &  enfin  l'ex*- 
tra61:ion  des  Racines.  Il  ne  fera  donc  pas 
hors  de  propos  de  remonter  à  l'origine  de 
ces  différentes  manières  de  calculer  & 
d'expliquer  la  liaifon  qui  efl:  entr'élles,  afin 
qu'on  puifîe  s'afTurer  s'il  efi:  poffible  ou  non 
qu'il  exifle  encore  d'autres  opérations  de 
cette  efpece.  Cette  recherche  ne  pourra 
que  répandre  plus  de  jour  fijr  les  matières 
que  nous  avons  traitées. 

Nous  nous  fervirons  dans  ce  defTein  d'un 
nouveau  figne  qu'on  peut  employer  à  la 
place  de  l'expreiuon  fi  fouvent  répétée , 
eß  autant  que  ;  ce  figne  ell  celui  -  ci  :=:  , 
&  fe  prononce  eß  égal.  Ainfi  quand  j'écris 
c.=:h  ^  cela  fignifie  que  a  efi:  autant  que  b , 
ou  que  a  efl  égal  h.  b  :  de  même ,  par  exem- 
ple, 3.5  — I). 

207. 

La  première  façon  de  calculer  qui  fe 
préfente  à  notre  efprit,  efi:  fans  contredit 
l'addition  ,  par  laquelle  on  ajoute  deux 
nombres  enfemble  &  qu'on  trouve  leur 
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fomme.  Soient  donc  a^h  ces  deux  nom- 
bres propofés,  ôc  qu'on  indique  leur  ibmme 
par  la  lettre  c,  on  aura  a-^h^=.c,  Ainiî 
quand  on  connoît  les  deux  nombres  a^h^ 
l'addition  en  feigne  à  trouver  moyennant 
cela  le  nombre  c, 

k208. 
Confervons  cette  comparaifon  a-^hz=zCy 
lais  renverfons  la  queüion  en  demandant, 
omment ,  les  nombres  a  &  c  étant  connus, 
on  doit  trouver  le  nombre  b. 

Il  s'agit  donc  de  favoir  quel  nombre  il 
faut  ajouter  au  nombre  a ,  pour  qu'il  en 
réfulte  ce  nombre  c.  Soit ,  par  exemple , 
a^==3  &c=:8j  de  forte  qu'il  faudroit  que 
l'on  eût  3  -L./^:=8  ;  il  eft  clair  qu'on  trou- 
Bfc/  vera  b  en  fouftrayant  3  de  S.  Ainfi  en  gé- 
néral ,  pour  trouver  b  ,  il  faudra  fouflraire 
t2  de  c,  d'où  provient  b-z=:,c  —  a;  car  en 
ajoutant  de  nouveau  a  de  part  &  d'autre, 
on  a  ^-|-<arz:^c — a-^a  ^  c'eft-à-dire  ^=^c^ 
comme  on  l'avoit  fuppofé. 

Et  voilà  donc  l'origine  de  la  fouflraftion», 

K  iv 
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209. 

Ainiî  la  fouftraction  a  lieu ,  quand  on 
renverfe  la  queftion  qui  donne  lieu  à  l'ad- 
dition.  Or  il  peut  arriver  que  le  nombre 
qu'il  s'agit  de  fouftraire  foit  plus  grand  que 
celui  duquel  il  faut  le  fouftraire  ;  comme, 
par  exemple ,  s'il  s'agiiToit  de  fouftraire  9 
de  5  ;  ce  cas  efl  donc  propre  à  nous  fournir 
l'idée  d'une  nouvelle  efpece  de  nombres, 
qu'on  nomme  nombres  négatifs ,  parce  que 

5— 9  =  — 4- 

210. 
Quand  pluîieurs  nombres  qui  doivent 
être  ajoutés  enfemble  font  égaux  entr'eux , 
leur  fomme  fe  trouve  par  la  multiplication , 
&  fe  nomme  un  produit.  Ainfi  a  b  {ignifie 
le  produit  qui  provient  de  la  multiplication 
de  a  par  b ,  ou  bien  de  ce  qu'on  a  ajouté 
enfemble  un  nombre  a  de  nombres  b.  Si 
nous  indiquons  à  préfent  ce  produit  par  la 
lettre  c,  nous  aurons  ab-=zCy  &  la  muU 
Xiplication  nous   apprend  comment,  les 
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nombres  a  &  b  étant  connus ,  l'on  doit  dé- 
terminer par-là  le  nombre  c. 

2ÏI. 

Propofons-nous  maintenant  la  queftion 
fuivante  :  Les  nombres  a^  c  étant  connus, 
trouver  le  nombre  b.  Soit ,  par  exemple , 
a:='^  &  c=:^  1 5  ,'  de  façon  que  3^=  15, 
&  qu'on  demande  par  quel  nombre  il  faut 
multiplier  3  ,  pour  qu'il  nous  vienne  15; 
ç'eft  à  quoi  revient  la  queftion  propofée. 
Or  c'ell  ici  le  cas  de  la  diviiîon  :  le  nom- 
bre qu'on  demande  fe  trouve  en  divifant 
1 5  par  3  ,  &  en  général  le  nombre  b  fe 
trouve  donc  en  divifant  c  par  a  ;  d'oii  il 
réfulte  par  conféquent  l'équation  b=.'~. 

Or,  comme  il  arrive  fouvent  que  le 
nombre  c  ne  peut  être  divifé  réellement 
par  le  nombre  a^  Se  que  cependant  la 
lettre  b  doit  avoir  une  valeur  déterminée  ^ 
il  fe  préfente  encore  une  nouvelle  efpece 


154  E   L    É    M   E   N    s 

de  nombres  ;  ce  font  les  frayions.  Par 
exemple,  en  fuppofant  <i=4,  cri=3  ,  de 
façon  que  4^  =  3  ,  on  voit  bien  que  b  ne 
fauroit  être  un  nombre  entier  ,  mais  que 
ce  fera  une  fraclion ,  &  qu'on  aura  ^:i=- . 

213. 

Nous  avons  vu  que  la  multiplication 
provient  de  l'addition  ,  c'eft-à-dire  ,  de  ce 
qu'on  ajoute  enfemble  plufieurs  quantités 
égales.  Si  nous  allons  à  préfent  plus  loin , 
nous  voyons  que  c'eft  à  la  multiplication 
de  plufieurs  quantités  égales  entr'eiles  que 
les  puilTances  doivent  leur  origine.  Ces 
puiiTances  fe  repréfentent  d'une  manière  gé- 
nérale par  la  formule  a^  ,  par  laquelle  on 
entend  que  le  nombre  a  doit  être  multiplié 
autant  de  fois  par  lui-même  que  le  nom- 
bre b  l'indique.  Et  l'on  fait,  par  ce  qui 
a  précédé  ,  qu'ici  a  eft  ce  qu'on  nomme 
la  racine ,  b  l'expofant,  &:  a^'  la  puifTance, 
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214. 

Si  nous  indiquons  maintenant  cette  puif- 
fance  même  par  la  lettre  c ,  nous  avons 
a^  =zzc,  une  équation  par  conféquent  dans 
laquelle  fe  préfentent  trois  lettres  a  ^  b  ^  c. 
Or  on  montre  dans  la  théorie  des  puiflan- 
ces ,  comment  une  racine  a  avec  l'expo- 
fant  h  étant  donnés ,  on  doit  trouver  la  puif- 
fance  elle-même  ,  c'eft-à-dire  ,  la  lettre  c. 
Soir,  par  exemple  ,  ar:=5 ,  &  bz^^z-i^ ,  en 
forte  que  c  =:=  5  3  :  on  voit  qu'il  faut  pren- 
dre la  troifieme  puiffance  de  5  ,  qui  efl 
I  2  ç  ,  &  qu'ainfi  c^i::  i  2  5 . 

215. 

On  a  vu  comment ,  par  le  moyen  de 
la  racine  a  &  de  l'expofant  b^  on  doit  dé- 
terminer la  puiffance  c  y  mais  fi  l'on  veut 
à  préfent  changer  ou  renverfer  la  queftion , 
comme  on  a  déjà  fait ,  on  verra  que  cela 
peut  fe  faire  de  deux  manières  ,  &  qu'on 
a  deux  cas  différens  à  conlidérer.  En  effet 
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fi,  deux  de  ces  trois  nombres  ^ ,  ^ ,  c, étant 
donnés^  il  s'agit  de  trouver  le  troifieme, 
on  voit  auffi-tôt  que  cette  queftion  admet 
trois  fuppofitions  différentes  ,  &  par  con- 
féquent  trois  folutions.  Nous  venons  de 
confîdérer  le  cas  o\x  a  d^  b  étoient  les  don- 
nées ,  nous  pouvons  donc  fuppofer  encore 
que  c  &  cz ,  ou  bien  que  c  &  ^  foient  con- 
nus &  qu'il  faille  déterminer  la  troifieme 
lettre.  Remarquons  donc  ,  avant  que  d'al- 
ler plus  loin ,  une  différence  affez  effentielle 
entre  l'élévation  des  puiffances  &  les  deux 
opérations  qui  conduifent  à  celle-là.  Lorl- 
que  dans  l'addition  nous  avons  renverfé  la 
queflion ,  nous  n'avons  pu  le  faire  que  d'une 
feule  manière;  il  étoit  indifférent  de  prendre 
c  &  a  ou  c  &  ^  pour  données ,  parce  qu'il 
eft  indifférent  d'écrire  a-\-b  ou  d'écrire 
b~\-a,l\  en  étoit  de  même  de  la  multipli- 
cation ;  on  pouvoit  pareillement  prendre 
les  lettres  a  ^  b  l'une  pour  l'autre  ,  l'équa- 
tion ab::=^c  étant  exaäiement  la  même  que 
ba::^c. 
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Dans  le  calcul  des  puiffances,  au  con- 
traire la  même  chofe  n'a  pas  lieu  ,  &  on 
ne  peut  point  du  tout  écrire  h"  au  lieu  de 
a*.  Un  feul  exemple  fufRt  pour  s'en  con- 
l  vaincre  :  Soit  a=^'^  ,  &  b^z-t^  -^  on  a 
û^zrr  5?  =  125.  Mais i^''^^ 3^  1=1=243  :  deux 
réiultats  très-différens. 

216. 

Il  eft  donc  clair  qu'on  peut  réellement 
fe  propofer  encore  deux  queftions  :  l'une, 
de  trouver  la  racine  a  par  le  moyen  de 
la  puiflTance  donnée  c,  &  de  l'expofant^. 
L'autre ,  de  trouver  l'expofant  h  ,  en  fup- 
pofant  connues  la  puiffance  c  &  la  racine  a, 

217. 

On  peut  dire  que  la  première  de  ces 
queftions  a  été  réfolue  dans  le  chapitre  de 
i'extra6lion  des  racines.  Car ,  par  exemple , 
ü  b:=zi  ^  que  a^=c,  nous  Tavons  que 
cela  Signifie  que  a  eft  un  nombre  tel  que 
fon  quarre  foit  égal  à  c ,  &  par  conféquent 


158  E    L    é    M    E    N   s 

que  a::r=\/c.  De  même  ,  iî  ^=1^3  &  a^z=c^ 
on  fait  qu^il  faut  que  le  cube  de  ^z  foit  égal 
au  nombre  donné  c  ,    &  conféquemment 

que  a=^yc.  Il  eft  donc  aifé  de  conclure 
généralement  de-là  comment  on  doit  dé- 
terminer la  lettre  a  par  le  moyen  des  lettres 

c  ßz  ù:  il  faut  néceflairement  que  ar^yc. 

218. 

Nous  avons  aufli  déjà  fait  remarquer  la 
conséquence  qui  s'enfuit  du  cas  très-fréquent 
où  le  nombre  donné  c  neil  pas  réellement 
une  puiaance  ;  favoir  qu'alors  la  racine 
cherchée  a  ne  peut  s'exprimer  ni  par  des 
nombres  entiers ,  ni  par  des  fractions.  Et 
comme  cette  racine  doit  avoir  cependant 
néceflairement  une  valeur  déterminée ,  la 
même  remarque  nous  a  conduits  à  une 
nouvelle  efpece  de  nombres  que  nous  avons 
dit  qu'on  nommoit  nombres y^wr^i-  ou  irra- 
tionnels ,  &  que  nous  avons  vus  fe  divifer 
en  une  infinité   d'efpeces  à  caufe  de  la 
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grande  diverfité  des  racines.  Enfin  la  même 
confîdération  nous  a  appris  à  connoître  l'ef- 
pece  particulière  de  nombres ,  qu'on  a 
nommée  nombres  imao-lnaires, 

CD 

219. 

Il  nous  refîe  à  confîdérer  la  féconde 
queilion ,  qui  étoit  de  déterminer  Texpofant 
par  le  moyen  de  la  puiflance  c  &  de  la 
racine  a ,  toutes  deux  connues.  Cette  ques- 
tion, qui  ne  s'étoit  pas  encore  préfentée, 
nous  conduira  à  l'importante  théorie  des 
Logarithmes ,  dont  l'ufage  ell:  fi  étendu  dans 
toutes  les  Mathématiques ,  qu'il  y  a  peu  de 
long  calcul  dont  on  puiffe  venir  à  bout  fans 
fon  fecours.  On  verra  dans  le  chapitre 
fuivant ,  pour  lequel  nous  réfervons  cette 
théorie ,  qu'elle  nous  fait  parvenir  à  une 
efpece  de  nombres  encore  tout-à  fait  nou- 
velle ,  &  qu'on  ne  peut  pas  même  compter 
parmi  les  nombres  irrationnels  dont  nous 
avons  parlé. 
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CHAPITRE     XXL 


Des  Logarithmes  en  généraL 


2  20. 


E 


N  reprenant  l'équation  a*r=:c  ,  nous 
commencerons  par  remarquer  que  dans  la 
doftrme  des  logarithmes  on  adopte  pour 
la  racine  a  un  certain  nombre  pris  à  vo- 
lonté ,  &  qu'on  fuppofe  que  cette  racine 
conferve  invariablement  la  valeur  adoptée. 
Cela  pofé ,  on  prend  l'expofant  b  tel ,  que 
la  puiffance  a^  devienne  égale  à  un  nom- 
bre donné  c ,  &  c'efl:  alors  cet  expofant  b 
qu'on  dit  être  le  logarithme  du  nombre  c. 
Nous  nous  fervirons ,  pour  exprimer  cette 
fignincauon ,  de  la  lettre  L.  ou  des  lettres 
initiales  log.  Ainfi  en  écrivant  ^rzziL.c, 
ou  bsz=ilog,c^  on  indique  que  b  ell  égale 
au  logarithme  du  nombre  c ,  ou  bien  que 


le  logarithme  de  c  eit  b. 


221, 
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121. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  la  ra- 
cine a  une  fois  établie  ,  le  logarithme  d'un 
nombre  quelconque  c  n'efl  autre  chofe  que 
l'expofant  de  la  puiflance  àc  a  ,  qui  effc 
égale  à  c.  Ceft  ainfi  que  c  étant  =a*  ,  /^ 
eft  le  logarithme  de  la  puiflance  a^ .  Si  l'on 
fuppofe  à  préfent  que  ^  =  i  ,  on  a  i  pour 
le  logarithme  de  a'  ^  &  par  conféquent 
'L.az^zi,  Si  l'on  fuppofe  b=zz  ,  on  a  2  pour 
le  logarithme  de  a^j  c'eil- à-dire^  L.  a^=2. 
On  peut  obtenir  de  la  même  manière  , 
L.a'^^3  j  L.a^=^4j  L.a'i=5  ,  &  ainfî 
de  fuite. 

222. 

Si  Ton  fait  b=^o ,  on  voit  que  o  fera  le 
logarithme  de  a°  :  or  a°=::i  ;  par  confé- 
quent L.  I  =  o ,  quelque  valeur  qu'on  donne 
à  la  racine  a» 

Que  fi  l'on  fuppofe  b=z — i  ,  ce  fera 
' — I  qui  fera  le  logarithme  de  a-\  Or 
Tome  L  L 


ï6i  Elément 

û-'  =  -:  on  a  donc  L.-^^::^ — i.  On  aura 

pareillement  L.^  =  — 2j  L.~3  = — 35 
1.74=  — 45  &c. 

223. 

Il  cft  donc  évident  comment  on  peut 
indiquer  les  logarithmes  de  toutes  les  puif- 
fances  de  la  racine  a  ,  &  même  ceux  de 
fra6lions  qui  ont  pour  numérateur  l'unité, 
.&  pour  dénominateur  une  puifTance  de  a. 
On  voit  aufîi  que  dans  tous  ces  cas  les  lo- 
garithmes font  des  nombres  entiers  ;  mais 
il  faut  obferver  que  fi  b  étoit  une  fraâ:ion, 
elle  feroit  le  logarithme  d'un  nombre  ir- 
rationnel.  Car  fi  l'on  fuppofe ,  par  exem- 
ple ,  ^=^5  il  fuit  que  ^  efi  le  logarithm.e 
de  (2^  ou  de  \/ a  ^  par  conféquent  on  a 

'L.y  a=:\.  On  trouvera  de  même  L.\/a=^. 

4/ 

h^V  az=.-.  &c. 

4' 
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Mais  s'il  s'agit  de^^^Brîe  loQ;anthme 
d'un  autre  nombre|^^PI^it  aiférneiît  qu'il 
ne  peut  être  ni  ui^Knbre  entier,  ni  uwq 
ffa61:ion.  Cependant  il  faut  qu'il  exifie  un 
expofant  b^  tel  que  la  puifTanee  ßMevienne 
égale  au  nombre  propofé:  on  a  doncfcL.c. 
Donc  généralement  a^-^zz^c, 

225. 

Considérons  à  préfent  un  autre  nombre  c/, 
dont  le  logarithme  ait  été  indiqué  d'une 
manière  lem.blable  par  h.d  ;  de  façon  que 
a'^-'^z=^cl.  Si  nous  multiplions  cette  formule 
par  la  précédente  a^-'=zic  ,  nous  aurons 
^L.e+L.rf__^,^^.  Qj.  l'exporant  eft  toujours 
le  logarithme  de  la  puiffance  j  par  con- 
fequent  L.c-j-L.£/=L.  cc/. 

Que  fi  au  lieu  de  multiplier  nous  divl-i 
iions  la  première  formule  par  la  féconde  , 
nous  obtiendrions  «l'^'^'^'^rzi^j  j  &par  con- 
féquent  L.  c — ^L.i:=L.J. 

L  i\ 
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226. 


C'eft  ain{î  quÇ^ïous  avons  été  conduits 
à  la  découverte  des  deux  principales 
propriétés  des  logarithmes  ,  qui  confîftent 
dans  les  équations  L.c-|-L. £/=L. c^,  & 
L. c  —  h.d=z\^/2*  La  première  de  ces 
équations  nous  apprend  que  le  logarithme 
d'un  produit,  comme  cd^  fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  les  logarithmes  des  fac- 
teurs. La  féconde  nous  indique  la  pro- 
priété y  que  le  logarithme  d'une  fraftion 
peut  fe  déterminer  en  fouftrayant  le  loga- 
rithme du  dénominateur  de  celui  du  nu- 
mérateur. 

227. 

Il  s*enfuit  donc  de-là ,  que  quand  il  s'agit 
de  multiplier  ou  de  divifer  deux  nombres 
l'un  par  l'autre  ,  on  n'a  befoin  que  d'ajou- 
ter ou  de  fouftraire  leurs  logarithmes.  Et 
c'eft-là  précifément  en  quoi  confifte  l'uti- 
lité infigne  des  logarithmes  dans  le  calcul. 
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Car  qui  ne  voit  qu'il  efl:  incomparablement 
plus  aifé  d'ajouter  ou  de  fouftraire  des  nom- 
bres ,  que  d'en  multiplier  ou  d'en  divifer , 
fur -tout  quand  la  quelHon  roule  fur  de 
grands  nombres. 

228. 

Les  logarithmes  offrent  des  avantages 
encore  plus  grands  ,  dans  le  calcul  des 
puiffances  &  dans  l'extraftion  des  racines. 
Car  fî  d=^  c  ,  on  a  par  la  première  pro- 
priété L.c-]-L.cr=L.cc:y  par  conféquent 
L.cc=:iL.c,  On  obtient  pareillement 
L.c^=^yL,c  ;  L.c^^=4L.cy  &  en  générai 
L.  c^^/zL.  c. 

Si  l'on  fubftitue  maintenant  à  n  des  nom- 
bres rompus ,  on  aura ,  par  exemple ,  L.  c^  ^ 
c'eft-à-dire ,  L.  yc  1=  ^  L.  c. 

Enfin ,  Il  l'on  fuppofe  que  n  repréfente 
des  nombres  négatifs ,  on  aura  L.  c— *  ou 
L.  ~=^ — L.c,-  L. c— ^  ou  L.^-:=  —  iL.c  y 
&  ainfi  de  fuite.  Cela  fuit  non-feulement 
de  l'équation  L,  c"  =  «  L.  c ,  mais  aufli  de 

L  iij 
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ce  que ,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut, 

L.  I  :::=:0. 

229. 

Si  l'on  a  donc  des  tables  dans  lefquelles 
les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  pour 
tou^  les  nombres  ,  on  a ,  comme  l'on  voit, 
un  puiiTatit  fecours  pour  venir  facilement 
à  bout  de  calculs  très-proHxes  ,  qui  exige- 
roient  beaucoup  de  multiphcations ,  de  di- 
vifîons,  d'élévations  de  puiffances  &  d'ex- 
îraâ-'ions  de  racines.  Car  on  trouveroit  dans 
ces  tables  non- feulement  les  logarithmes 
pour  tous  les  nombres ,  mais  aufli  les  nom- 
bres pour  les  logarithmes.  Par  exemple  , 
s'il  eft  queftion  de  chercher  la  racine  quar- 
rée  du  nombre  c ,  on  cherche  d'abord  le 
logarithme  de  c ,  qui  eft  L.  c  ,  &  prenant 
enfuite  la  moitié  de  ce  logarithme ,  ou  ^L.c, 
on  fait  qu'on  a  le  logarithme  de  la  racine 
-quarrée  qu'on  cherche.  On  n'a  donc  qu'à 
voir  dans  les  tables  quel  nombre  répond 
à  ce  logarithme ,  on  cft  aiîuré  qu'il  exprime 
la  racine  cherchée. 
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23^0. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  nom- 
bres 1,1,3,4,5,6,  &c.  c'efl-à-dire  tous 
les  nombres  poiîtifs ,  font  des  logarithmes 
de  la  racine  a  &  de  fes  puifTances  poiitives , 
&  par  conféquent  des  logarithmes  de  nom- 
bres plus  grands  que  l'unité.  Et  au  contraire 
que  les  nombres  négatifs  ,  comme  —  i  , 
— 2 ,  &c.  font  les  logarithmes  des  fra6^icns 
\  ,  ;^  &c.  qui  font  plus  petites  que  l'unité , 
mais  cependant  encore  plus  grandes  que 
rien. 

Il  fuit  delà  que  (i  le  logarithme  eft  po- 
fitif ,  le  nombre  eil  toujours  plus  grand  que 
l'unité  ;  mais  que  fi  le  logarithme  ed  né- 
gatif, le  nombre  eft  toujours  plus  petit  que 
I  ,  &  pourtant  plus  grand  que  zéro.  Par 
conféquent  on  ne  fauroit  indiquer  des  lo- 
garithmes de  nombres  négatifs ,  &  il  faut 
eil  conclure  que  les  logarithmes  des  nom- 
bres négatifs  font  impoiïïbles  ,  &:  qu'ils  ap- 
partiennent à  la  clafie  des  quantités  imagi- 
naires. L  iv 
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231. 

Il  fera  bon  ,  afin  d'éclaircir  tout  cela  en- 
core mieux ,  d'adopter  un  nombre  déter- 
miné pour  la  racine  a  ,  &  nous  choifirons 
celui-là  même  fur  lequel  on  a  fondé  les 
tables  logarithmiques  ordinaires.  C'eft  le 
nombre  10;  on  lui  a  donné  la  préférence , 
parce  qu'il  fert  déjà  de  bafe  à  toute  notre 
Arithmétique.  Mais  on  voit  facilement  que 
tout  autre  nombre^  pourvu  qu'il  ï\xt  plus 
grand  que  l'unité  ,  pourroit  fervir  au  même 
ufage.  Quant  à  la  raifon  pourquoi  on  ne 
pourroit  pas  fuppofer  a=i  ,  elle  eft  claire  5 
toutes  les  puiiTances  a^  feroient  conftam- 
ment  égales  à  l'unité  ,  &  ne  pourroient 
jamais  devenir  égales  à  un  autre  nombre 
donné  c. 
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CHAPITRE      XXII. 

Des  Tables  de  Logarithmes  ußtees, 

232. 

J_^aNs  ces  tables  on  part  de  la  fuppo- 
fition  ,  comme  nous  venons  de  le  dire , 
que  la  racine  an^io.  Ainfi  le  logarithme 
d'un  nombre  quelconque  c  efî:  l'expofant 
auquel  il  faut  élever  le  nombre  10,  pour 
qu'il  en  réfulte  une  puißance  égale  au  nom- 
bre c.  Ou  bien,  fi  l'on  défigne  le  logarithme 
decparL.c,  on  aura  toujours  lo'^'^::::^^. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le 
logarithme  du  nombre  1  efl  toujours  o  ; 
&  en  effet  on  a  1 0°  =  i  j  par  conféquent  : 

L.I=Oi  L.IO==i;  L.I00:=2j  L.  I  000=::=3  ; 

L.  1 0000=4;  L.  1 00000=  5  ;  L.  1 000000= {j. 
De  plus 

T         I T  I      T  I        

*"TS" —       ^  '  ^•i'^ —       -  »  ^-1^0 —       3  ? 

'  looco^       ^   '    *  100000  """"     )  ' 
T  __2 , /- 

4O000Î0  """^      • 
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234/ 

Ces  logarithmes  des  nombres  principaux 
fe  déterminent ,  comme  on  voit ,  fans  au- 
cune peine.  Mais  il  eft  d'autant  plus  diffi- 
cile de  trouver  les  logarithmes  de  tous  les 
autres  nombres  ,  &  cependant  il  efl:  nécef- 
faire  qu'on  les  infère  dans  les  tables.  Ce 
n'eil  pas  ici  encore  le  lieu  de  donner  toutes 
les  inftru6lions  requifes  pour  cette  recher- 
che ,  nous  nous  contenterons  pour  le  préfent 
de  voir  en  général  ce  qu'elle  exige. 

235. 

D'abord  ,  puifque  L.  i^^^o  &L.io=i , 
il  eft  évident  que  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  entre  i  &  10  doivent  être 
compris  entre  o  &  i  ,  &  être  par  confé- 
quent  plus  grands  que  o  &  plus  petits  que  i . 

Nous  n'avons  qu'à  confidérer  le  feul  nom- 
bre 2  j  il  ell:  certain  que  fon  logarithme  efl 
plus  grand  que  o  ,  &  cependant  plus  petit 
que  l'unité  3  &  fi  nous  défignons  ce  loga* 
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rithme  par  la  lettre  x ,  en  forte  que  L.  irz::^:, 
il  faut  que  la  valeur  de  cette  lettre  foit  telle 
qu'on  ait  exaélement  lo'^^^i. 

Il  efl:  facile  aufîi  de  fe  convaincre  que  x 
doit  être  beaucoup  plus  petit  que  \  ou  ce 
qui  revient  au  même,  que  10^  efl  plus 
grand  que  2.  Car  li  nous  prenons  de  part  & 
d'autre  les  quarrés  ,  on  trouve  le  quarre  de 
I  o^  :=::r  ï  o'  &  celui  de  i  ^=  4  ;  or  ce  dernier 
ell  de  beaucoup  moindre  que  le  premier. 
De  même  -  efl  encore  une  valeur  trop 
grande  pour  x  ,  c'eil- à-dire  que  ici  eft  plus 
grand  que  2.  Car  le  cube  de  10^  efl  10, 
&  celi.i  ^'-^  .-.  ne  fait  que  8.  Mais  au  con- 
trai;" ^'allant  X  que  de  ^  on  lui  don- 
ner. ;r  trop  petite,  parce  que 
la  qua  L-înce  de  10^  étant  10  & 
celle  dvj  16,  il  efl  clair  que  iü^~ 
efl  moind:         j  2. 

On  voit  vue  x  ou  le  L.  2  efl  plus  petit 
que  7,  &  cependant  plus  grand  que^.  Oîî 
peut  déterminer  de  la  même  manière  à 


mik 
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i'égard  de  toute  fra6lion  contenue  entre 
^  &  I ,  fi  elle  eft  trop  grande  ou  fi  elle  eft 
trop  petite.  En  tentant,  par  exemple  ,  avec 
I ,  qui  efl:  une  fraftion  moindre  que  ^ ,  & 
plus  grande  que  -,  il  faudroit  que  i o*  , 
ou  lo^ ,  fût  ;:=  2  j  ou  bien  que  la  feptieme 
puifîance  de  lo^ ,  c'eft-à-dire  lo^  ou  loo, 
fût  égale  à  la  feptieme  puiflance  de  2  5  or 
celle-ci  eft  ^=  1 28  ,  &  par  conféquent  plus 
grande  que  celle-là.  Nous  concluons  donc 
de-là  que  i  o^  eft  aufîî  moindre  que  2 ,  & 
qu'ainfi  |  efl:  moindre  que  L.  2 ,  &  que  L.  2 
qui  s'étoit  trouvé  plus  petit  que  ^  eft  ce- 
pendant plus  grand  que  -. 

EfTayons  encore  une  autre  fraction  qui 
foit ,  en  conféquence  de  ce  que  nous  venons 
de  trouver ,  comprife  entre  |  &  t»  Une  telle 
fra6lion  eft  ^ ,  &  il  s'agit  donc  de  voir  ü 
1 0"^=:  2  ;  fi  cela  eft  ,  les  dixièmes  puif- 
fances  de  ces  deux  nombres  font  aufîî 
égales  entr'elles;  or  la  dixième  puiftance 
de  I  o"^  eft  I  Qî  ;=;  1 000  ,  &  U  dixième 
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puifTance  de  2  tÇi^^\o^^^,  il  faut  donc 
conclure  que  10"^  xitÇi  pas  =2,  que  -^ 
eft  une  fraction  trop  petite  pour  produire 
cette  égalité  ,  &  que  le  L.  2  ,  quoique  plus 
petit  que  -  eil  cependant  plus  grand  que 


10 


236. 

Cette  confidération  fert  à  nous  faire  voir 
que  L.  2  a  une  grandeur  déterminée  ,  puif- 
que  nous  favons  que  ce  logarithme  eft  cer- 
tainement plus  grand  que  ^  &  plus  petit 
que  -.  Nous  ne  pouvons  pas  aller  plus 
loin  pour  le  préfent ,  &  puifque  nous  igno- 
rons encore  la  vraie  valeur  de  ce  loga- 
Hthme  ,  nous  l'indiquerons  par  x  ,  en  forte 
que  L.  2:i^x,-  &  nous  montrerons  com- 
ment ,  fi  elle  étoit  connue  ,  on  pourroit  en 
déduire  les  logarithmes  d'une  infinité  d'au- 
tres nombres.  Nous  nous  fervirons  pour 
cet  effet  de  l'équation  rapportée  plus  haut 
L.C£/z=:L.c-|-L.^,  qui  renferme  la  pro- 
priété ,  que  le  logarithme  d'un  produit  fe 
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trouve  en  ajoutant  enfemble  les  logarithmes 
des  fatleurs. 

237. 

D'abord ,  comme  L.  i=:zx ,  &  L.  1 01=  i , 
nous  aurons  L.2o:=z:;;»:~]-i  j  L.200=x-}-2; 
L.  2000  =  ;v:-|-3  ;   L.  20000  =  a: -1-4  j 
&  L.  200000  =  jc--{- 5 ,  &:c. 

238. 

De  plus,  comme  L.c^  =  2L.c  &  L.d  =iLx 

&  L.  c'^  =:  4  L.  c ,  &c.  nous  avons 

L.4=2X,-  L.S^:::::}^:;  L.l6=4:\f;  L.32=5Ar; 

1^,6  4:^=^6  X  ^  &c.  &  nous  trouvons  par -là 

que 
L.  40=:=  2;i;-}-l  ;  L.  4001=2  a:-|- 2  ; 
L.4000=::2:\:-j-3  ;  L.40000=:=2a:-[-4  ,  &C» 
L,8o  =  3X-{-l;   L.  8003=1:3  x-|- 2; 
L.8ooo:=^3;c-l-3  j  L. 8 0000=3 ;\:-j-4  ,  8:c. 
L.  i6o  =  4a:-]- I  i   L.  i6co:=4x-[-2  ; 
L.i6ooo:=:4Ar-|-3  j  L.i6oooo::=4a;-[-4  ôcc* 

Reprenons  au/fi  Fautre  équation  fonda- 
mentale, L/^=L.c — L,d,  &  fuppofons 
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c=io,  &  dzzzz:ij  puifque  L.  10=^1  & 
L.i:=^x  ,  nous  aurons  L.  '-^ouL.  5:=! — x, 
&  nous  déduirons  de -là  les  équations  fui- 
vantes  : 
L.  5  G  :=!=  2  —  X  j  L.  5  00  =:  3  —  X  :; 

L.  5  000  :::!:=  4 X  ,    &C. 

L.  25:=2 IX  j    L.  I2^:::i::3 }  X; 

L.625  =  4 — 4x,  Sec. 

L.  2 5 0:=  3  —  IX i  L.  2500=^4  —  IX  ; 
L.  25000:=  5 — •2X,  &c. 

L. 1250=^4 — 3X;    L.  I2500==:::5  —  3X; 

L.  125000:^:6  —  3X,  8cc. 

L.  6  2  5  O  :=::  5  ^ —  4  .\  ,•   L.  6  2  5  00  :=::::  6 4  Ä  ,• 

L.  625000^^^:7  —  4x,  &c, 
ôc  ainfi  de  fuite. 

240. 

Si  l'on  connoifToit  le  logarithme  de  3  , 
ce  feroit  encore  le  moyen  de  déterminer 
un  nombre  prodigieux  d'autres  logarithmes. 
En  voici  quelques  preuves ,  en  fuppofant 
le  L.3  exprimé  par  la  lettre  y. 

L. 3o:=:j-{-i  y  h.^oo^y-^ij 

L.  3000:=::y-|-3  ,  ÔCC. 
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\.,()=iiy;    L.  27^:37^    h.%l=:4y; 
L.  243  ^^^y  i  &c. 
On  aura  auiîi 
L.  6  ^=  :^  -\-y  y  L.  i  2  =  2  Jt:  -^y  ; 

L.  1 8  =:=  .r  -]-  2  j  y 

&    L.  I  5=:::::L.  3 -j-L.  5=:j-}-I AT. 

241, 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les 
nombres  proviennent  de  la  multiplication 
des  nombres  qu'on  nomme  premiers.  Si 
Ton  connoifToit  donc  feulement  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  premiers ,  on 
pourroit  trouver  par  de  fimples  additions 
les  loçTarithmes  de  tous  les  autres  nombres. 
Le  nombre  210,  par  exemple ,  étant  formé 
des  fadeurs  2  ,  3  ,  5  >  7  ,  fon  logarithme 
fera  =L.  2-|-L.  3-|-L.  5-|-L.  7.  Pareille- 
ment, puifque  36o=:^2.2.2.3.3.5=2!3?5 , 
on  a  L.  360  =  3  L.  2  +  2L.3-I-L.  5.  lieft 
donc  clair  que  moyennant  les  logarithmes 
des  nombres  premiers ,  on  peut  déterminer 
ceux  de  tous  les  autres  nombres ,  &  que 

c'eft 
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c*efl:  à  déterminer  ceux-là  qu'il  faut  s'atta- 
cher avant  toutes  chofes ,  ii  l'on  fe  propofe 
de  conftruire  des  tables  de  logarithmes. 


CHAPITRE     XXIII. 

De  la  manière  de  repréfenter  les  Logarithmes» 

242. 


N. 


ous  avons  vu  que  le  logarithme  de  2 
eil  plus  grand  que  ^  &  plus  petit  que  ^, 
&  que  par  conféquent  l'expofant  de  i  o  doit 
tomber  entre  ces  deux  fraclions  ,  pour  que 
la  puiffance  devienne  1=:^  2.  Or  quoiqu'on 
fache  cela  j  quelque  fra6î:ion  cependant 
qu'on  adopte  conformément  à  cette  con- 
dition ,  la  puiiTance  qui  en  réfulte  fera  tou- 
jours un  nombre  irrationnel  ,  plus  grand 
ou  plus  petit  que  2  j  &  par  conféquent  le 
logarithme  de  2  ne  fauroit  être  exprimé 
par  une  telle  fraftion.  Cela  fait  qu'il  faut 
fe  contenter  de  déterminer  la  valeur  de  ce 
^.      Tome  ,/,  M 
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logarithme  d'une  manière  afîez  approchée 
pour  que  l'erreur  devienne  infenfible.  On 
fe  fert  pour  cela  des  fracilons  décimales  ; 
c'eft  ainli  qu'on  nomme  des  quantités,  dont 
la  nature  &  les  propriétés  méritent  d'être 
mifes  dans  tout  le  jour  pofîible. 

243. 

On  fait  que  dans  la  manière  ordinaire 
d'écrire  les  nombres  avec  le  fecours  des  dix 
chiffres  ou  cara8:eres 

o,  ï  ,  2,  3  ,  4,  5  ,  6,  7,  8,  9, 
il  n'y  a  que  le  premier  chiffre  à  droite  qui 
ait  fa  fignification  naturelle  ;  que  les  chiffres 
à  la  féconde  place  lignifient  dix  fois  plus 
que  ce  qu'ils  fignifieroient  à  la  première; 
que  les  chiffres  à  la  troifieme  place  iigni- 
fient  cent  fois  davantage  ;  &  ceux  à  la  qua- 
trième mille  fois  davantage  ,  &  ainfi  de 
fuite  ;  c'eff-à-dire  qu'à  mefure  qu'ils  avan- 
cent vers  la  gauche  ils  acquièrent  une  va- 
leur dix  fois  plus  grande  qu'ils  n'avoient  au 
rang  précédent.  Ceft  ainfi  que  dans  le 
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nombre  1765  le  chiffre  5  eil  au  premier 
rang  à  la  droite ,  &  fignifie  aufli  5  réel- 
lement. Au  fécond  rang  eil  6  ;  mais  ce 
chiffre,  au  lieu  de  figniiîer  6  ,  indique  10.6 
ou  60.  Le  chiffre  7  eil  au  troifieme  rang, 
&  (ignifie  100.7  ou  700.  Enfin  le  i  ,  qui 
eil  au  quatrième  rang ,  ügnifie  1 000  5  voilà 
donc  pourquoi  on  prononce  le  nombre  pro- 
poie  de  cette  manière , 
Un  mille  (ou  mille  y^  fept  cent  y  foixante 
&  ciîiq^ 

244. 

Puifque  la  valeur  des  chiffres  devient 
toujours  dix  fois  plus  grande  en  allant  de 
la  droite  vers  la  gauche ,  &  que  par  con- 
féquent  elle  devient  continuellement  dix 
fois  moindre  en  allant  de  la  gauche  vers 
la  droite ,  on  pourra  en  fe  conformant  à 
cette  loi  avancer  encore  davantage  vers 
la  droite  ,  6c  on  obtiendra  des  chiffres  dont 
la  iigniiication  continuera  de  devenir  dix 
fois  moindre.  Mais  à  quoi  il  faudra  bien 
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faire  attention  ,  c'efl  la  place  où  les  chiffres 
ont  leur  valeur  naturelle  ,  on  l'indique  par 
une  virgule  qu'on  met  après  ce  rang.  Si 
l'on  rencontre  donc ,  par  exemple,  le  nom- 
bre 36,54892,  voici  comme  il  faut  l'en- 
tendre :  le  chiffre  6  d'abord  a  fa  valeur  na- 
turelle ;  &  le  chiffre  3  ,  qui  eft  au  fécond 
rang,  fignifie  30.  Mais  le  chiffre  5  qui  vient 
après  la  virgule  ,  ne  fignifîe  que  -^  ;  en- 
fuite  le  4  ne  vaut  que  |^  j  le  chiffre  8  fi- 
p-nifie  ---  :  le  chiffre  o  fignifie  — ^—  :  &  le 

D  1000  '  y         ZD  10000   '     ^^      • 

chiffre  2  — ^'  ^"^  '^oit  donc  que  plus 
ces  chiffres  avancent  vers  la  droite ,  plus 
leurs  valeurs  diminuent ,  &  qu'à  la  fin  ces 
valeurs  deviennent  fi  petites  ,  qu'on  peut 
avec  raifon  les  regarder  comme  nulles  (*). 

(*)  Les  opérations  de  l'Arithmétique  fe  pratiquent 
fur  les  fraftions  décimales  de  la  même  manière  que  lur 
les  nombres  entiers  ;  il  y  a  feulement  quelques  précau- 
tions à  prendre  après  l'opération  pour  placer  la  virgule 
qui  lépare  les  nombres  entiers  des  décimales.  On  peut 
confulter  fur  ce  fujet  prefque  tous  les  Traités  d'Arithmé- 
tique. Lorfque  dans  la  multiplication  de  ces  fraftions  le 
multiplicande  &:  le  multiplicateur  ont  un  grand  nombre 
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245. 

Voilà  l'efpece  de  nombres  qu'on  nomme 
frayions  décimales ,  &  c'eft  de  cette  ma- 
nière auflî  qu'on  indique  les  logarithmes 
dans  les  tables.  On  y  exprime,  par  exem- 
ple, le  logarithme  de  2  par  0,3010300,  où 
nous  voyons  i  ^.  que  puifqu  il  y  a  un  o  de- 
vant la  virgule ,  ce  logarithme  ne  fait  pas  un 
entier  j  2°.  que  fa  valeur  eft  ^  +  ^^  +  ^^ 
+- — I — '- — ! — - — t----.  On  peut 

i  loooo  I  100000  I  loocooo  I  loooooco      r 

remarquer  qu'on  auroit  bien  pu  omettre 
les  deux  derniers  zéros  y  mais  c'ell  qu'ils 
fervent  à  indiquer  que  .le  logarithme  en 
queftion  ne  contient  aucune  de  ces  parties 
qui  ont  1 000000  &  10000000  pour  dé- 
nominateur. On  ne  nie  pas  au  relie  qu'on 

de'decimales  ,  l'opération  feroît  fort  jongue  &  donneroie 
un  réfultat  beaucoup  plus  exact  qu'on  n'en  a  befoin  com- 
munément ;  mais  on  peut  la  firaplifier  par  une  méthode 
qui  ne  fe  trouve  pas  dans  beaucoup  d'Auteurs ,  &  que 
M.  Marie  a  indiquée  dans  fon  édition  des  Leçons  de 
Mathématiques  de  M.  de  la  Caille ,  où  11  explique  auiîi 
wnft  méthode  lemblabre  pour  Is  djyifion  des  décimales« 

M  iij 
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n'eût  pu  trouver ,  en  continuant  encore  ^ 
des  parties  plus  petites  j  mais  pour  ce  qui 
eft  de  celles-ci  on  les  néglige  à  caufe  de 
leur  extrême  petiteiTe. 

246. 

Le  logarithme  de  3  fe  trouve  exprimé 
dans  les  tables  par  0,4771213  ;  on  voit 
donc  qu'il  ne  contient  point  d'entier  ,  &: 
qu'il  eft  compole  des  fraftions  iliivantes  : 
JL  4-.  _1  4_  _I_    ' ^ j l L  _J 

10   I   loo   l   1000   i   loooo   i   lOOCCO   i   ICOOOOO 

4-— -f—  .  Mais  il  ne  faut  pas  croire  que 
(    I 0000000  i  i 

de  cette  manière  le  logarithme  foit  affigné 
avec  la  dernière  préciiion.  On  peut  leu- 
lement  être  certain  que  l'erreur  ell  moin- 
dre que  de  ; — -~^  ;  il  eft  vrai  d'un  autre 

l  lOOOOCCO   ' 

côté  que  cette  erreur  efl  fi  petite ,  qu'on 
peut  très-bien  la  négliger  dans  la  plupart 
ÙQs  calculs. 

247. 

Suivant  cette  façon  d'exprimer  les  lo- 
garithmes ,  celui  de  i   doit  être  indiqué 
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par  0,0000000 ,  puifqu'il  eil  réellement 
:=o.  Le  logarithme  de  lo  e(l  1,0000000, 
où  ron  reconnoît  qu'il  efl  exactement  :=;!. 
Le  logarithme  de  100  Q.Çi  2,0000000,  ou 
exactement  :=r  2.  Et  l'on  peut  en  conclure 
que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  qui 
font  contenus  entre  i  o  &  1 00  ,  &  par  con- 
féquent  compofés  de  deux  chiffres,  que  ces 
logarithmes ,  dis-je  ,  font  compris  entre  i 
&  2 ,  &  par  conféquent  qu'ils  doivent  s'ex- 
primer par  I  -[-une  fraftion  décimale.  C'efl 
ainfî  que  L.  50:=  1,6989700  ;   fa  valeur 

efl  donc  l'unité  ,   &  outre  cela  —  -|-  -2. 

^^  '  10     j    100 

Ü  •"}" Tn-nv;  "h  T^r.  "H  Tz^^r.'  ^'^  Vi  di\xx2i  pas  de. 

r^       I    1000    I    ïoooo    I     I 00000  1 

peine  à  remarquer  de  même  que  les  loga- 
rithmes des  nombres  entre  100  &  1000 
s'expriment  par  2  entiers  avec  une  fraftioii 
décimale.  Ceux  des  nombres  entre  1000 
&  lOooo,  par  3  -{-une  fraClion  décimale. 
Ceux  des  nombres  entre  loooo  &  1 00000 
par  4  entiers  joints  à  une  telle  fraction  , 
&  ainfî  de  fuite.  Le  log.  800  ,  par  exem- 
ple, eft  =:=:: 2,9030900  j  celui  de  2290  ed 
3 ?3  5 9^3  5)  >  ^^c.  M  iv 
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248. 

Les  logarithmes  au  contraire  àes  nom- 
bres moindres  que  10,  ou  qui  ijie  s'expri- 
ment que  par  un  feul  chiffre ,  ne  font  pas 
un  entier  ,  &  voilà  pourquoi  on  trouve  un 
o  devant  la  virgule.  Ainfi  nous  avons  deux 
parties  à  confidérer  dans  un  logarithme.  La 
première  eft  celle  qui  précède  la  virgule 
&  qui  indique  les  entiers  quand  il  y  en  a  5 
l'autre  indique  les  fraélions  décimales  qu'il 
faut  ajouter  aux  entiers.  La  partie  première 
ou  entière  d'un  logarithme  ,  qu'on  nomme 
le  plus  fouvent  la  caraaériflique ,  fe  déter- 
mine facilement  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  dans  l'article  précédent.  Elle  eft  o  pour 
tous  les  nombres  qui  n'ont  qu'un  chiffre  ; 
elle  eft  i  pour  ceux  qui  en  ont  deux  ;  elle 
eft  2  pour  ceux  qui  en  ont  trois  ,  &  en 
général  elle  eft  toujours  d'une  unité  moin- 
dre que  le  nombre  des  chiffres.  Si  donc  on 
demande  le  logarithme  de  1766  ,  on  fait 
déjà  que  la  première  partie ,  ou  celle  des 
entiers,  eft  3  néceffairement. 
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249. 

Ainfi  réciproquement  on  reconnoît  à  la 
première  infpeftion  de  la  première  partie 
d'un  logarithme ,  de  combien  de  chiffres 
eft  compofé  le  nombre  qui  répond  à  ce 
logarithme  ;  puifque  le  nombre  de  ces  fi- 
gures efl  toujours  d'une  unité  plus  grand 
que  la  partie  des  entiers  du  logarithme.  Si 
on  avoir  trouvé ,  par  exemple ,  pour  le  loga- 
rithme d'un  nombre  inconnu  6^4771213  , 
on  fauroit  d'abord  que  ce  nombre  doit  être 
de  fept  chiffres ,  &  plus  grand  que  1 000000. 
Et  en  effet  ce  nombre  efl  3000000;  car 
log.  3000000  :=:L.  3 -j-L.  1 000000.  Or 
L.  3  =:=o,477i2i3  ,  &  L.  1 000000 ^=  6 , 
&  la  fomme  de  ces  deux  logarithmes  efl 
6,4771213. 

250. 

Le  principal  pour  chaque  logarithme  eil 
donc  la  fraélion  décimale  qui  fuit  la  vir- 
gule ,  laquelle  même  une  fois  connue  fert 
pour  plufieurs  nombres.  Pour  prouver  ceci , 


lS(j  E    L    Ê    M    E    N    s 

confîdérons  le  logarithme  du  nombre  3^5  : 
fa  première  partie  eft  2  fans  contredit  5 
quant  à  l'autre  ou  la  fraftion  décimale, 
indiquons-la ,  pour  abréger ,  par  la  lettre  x. 
Nous  avons  donc  L.  365  =  2~]-.r.  Or  en 
multipliant  continuellement  par  i  o ,  nous 
aurons  L.365o=3-|-x;  L. 3 6 5 oor:r4-|-jc- ,• 
L.  365000^==  ')-\-x ,  &ainfide  fuite.  Mais 
nous  pouvons  auffi  rebroufîer  &  divifer 
continuellement  par  10,  cela  nous  don- 
nera L.  36,5  =1  ^a:;  L.  3,65=o-|-Arj: 
L. 0,365:=:  —  i-\-x i  L.o,o365=  —  'i'-^-x i 
L, O5O03 65:::::=  —  3-|-;>;,&  ainfi  de  fuite« 

251. 

Tous  ces  nombres  donc  qui  proviennent 
des  figures  365  ,  foit  précédées,  foit  fui- 
vies  de  zéros ,  ont  toujours  la  même  frac- 
tion décimale  pour  féconde  partie  du  lo- 
garithme; &  toute  la  différence  roule  fur 
le  nombre  entier  qui  efl  devant  la  virgule  , 
lequel  peut  même  ,  comme  nous  avons  vu , 
devenir  négatif,  favoir  quand  le  nombre 
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propofé  ePt  plus  petit  que  i.  Or  comme 
les  Calculateurs  ordinaires  ont  de  la  peine 
à  traiter  les  nombres  négatifs ,  on  a  cou- 
tume dans  ces  cas  d'augmenter  de  10  les 
entiers  du  logarithme  ,  c'eft-à-dire  qu'on 
écrit  10  au  lieu  de  o  devant  la  virgule. 
De  forte  qu'à  la  place  de  —  i  on  a  9  ; 
au  lieu  de  — 2  on  a  8  j  au  lieu  de  — 5 
on  a  7  ,  &c.  Mais  il  ne  faut  jamais  oublier 
alors  que  la  cara^lériftique  a  été  prife  de 
dix  unités  trop  grande ,  &  ne  pas  s'imagi- 
ner que  le  nombre  efi:  de  10,  ou  9  ou  8 
chiffres.  On  fent  bien  que  fi  dans  le  cas 
dont  nous  parlons  cette  carafîérillique  eiî: 
plus  petite  que  10,  on  ne  peut  commencer 
à  écrire  les  chiffres  du  nombre  qu'après 
une  virgule.  Par  exemple  ,  que  fi  la  carac- 
tériffique  efl  9  ,  on  doit  commencer  au 
premier  rang  après  une  virgule  ;  que  fi  qWq 
eil  8 ,  il  faut  mettre  encore  un  zéro  à  ce 
premier  rang ,  &  ne  commencer  à  écrire 
les  chiffres  qu'au  fécond  rang,  C'efi:  ainfi 
que  9,5622929  feroit  le  logarithme  de 
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0,365  ,  &  8,5622929  ie  log.  de  0,0365, 
Mais  c'eft  dans  les  tables  des  finus  princi- 
palement qu'on  fait  ufage  de  cette  manière 


d'écrire  les  logarithmes. 


252. 

On  trouve  dans  les  tables  ordinaires  les 
décimales  des  logarithmes  poufTées  jufqu'à 
fept  chiffres  ou  figures  ,  dont  la  dernière 
par  conféquent  indique  les  7^^—  ,  &  on 
eft  sûr  qu'ils  ne  font  jamais  en  défaut  d'une 
telle  petite  partie  entière  ,  &  que  Terreur 
ne  peut  donc  être  d'aucune  importance. 
Il  y  a  cependant  des  calculs  où  l'on  a  befoin 
d'une  précifion  encore  plus  particulière  ; 
on  fe  fert  alors  des  grandes  tables  de  Vlacq^ 
où  les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  en 
dix  décimales. 

253. 

Comme  la  première  partie ,  ou  la  carac« 
tériftique  d'un  logarithme,  n'eft  fujette  à 
aucune  difficulté  ,  on  l'indique  rarement 
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dans  les  tables  -,  on  n'y  exprime  que  la 
féconde  partie  ,  ou  les  fept  figures  de  la 
fra6lion  décimale.  On  a  des  tables  angloi- 
fes  où  l'on  trouve  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  depuis  i  jufqu'à  1 00000,  & 
même  ceux  de  nombres  plus  grands,  parce 
que  de  petites  tables  additionnelles  indi- 
quent ce  qu'il  faut  ajouter  aux  logarithmes, 
à  raifon  des  chiffres  que  les  nombres  pro- 
pofés  ont  de  plus  que  dans  les  tables.  On 
trouve  ,  par  exemple  ,  le  logarithme  de 
379456  facilement ,  parle  moyen  de  celui 
de  37945  &  des  petites  tables  dont  nous 
parlons  (*). 

(*)  Ces  tables  angloifes  font  celles  que  Scherwin  publia 
au  commencement  de  ce  fiecle  ,  &  qui  ont  été  réim- 
primées plufieurs  fois  ;  on  les  trouve  auffi  dans  les  tables 
de  Gardincr ,  dont  les  Aftronomes  fe  fervent  communé- 
ment ,  &  qui  viennent  d'être  réimprimées  à  Avignon. 
Il  eft  bon  de  remarquer  à  l'égard  de  ces  tabulés  ,  que 
comme  les  logarithmes  n'y  font  pouffes  que  jufqu'à  fept 
carafteres  ,  abftradion  faite  de  Iq,  caradériftique  ,  on  ne 
peut  par  leur  moyen  opérer  avec  une  entière  exactitude 
que  fur  des  nombres  qui  n'ayent  pas  plus  de  fix  carac- 
tères ;  mais  quand  on  emploie  les  grandes  tables  de  Flacq, 


1^0  E   L    È   M   E   M  Ê 

254. 

On  comprendra  aifément  par  ce  qui  a 
été  dit,  comment,  ayant  trouvé  un  loçra- 
rithme ,  on  doit  prendre  dans  les  tables  le 

où  les  logarithmes  font  pouffes  jufqu'a  dix  caractères  er! 
décimales  ,  on  peut ,  en  prenant  les  parties  proportion- 
nelles, opérer,  fans  commettre  aucune  erreur  ,  fur  des 
nombres  qui  ayent  jufqu'à  neuf  caractères.  La  raifon  de 
ce  que  nous  venons  de  dire  &  les  moyens  de  faire  fervir 
facilement  ces  tables  à  des  opérations  fur  de  plus  grands 
nombres,  fe  trouvent  très -bien  expliqués  dans  les  Elé- 
tnens  d'Algèbre  de  Sau N DERSO N  ^  Liv.  IX,  W  Part. 

Ces  tables ,  au  refte ,  ne  donnent  directement  que  les 
logarithmes  qui  répondent  à  des  nombres  propofés ,  & 
lorfqu'on  veut  repafîer  des  logarithmes  aux  nombres  , 
comme  on  rencontre  rarement  dans  les  tables  le  loga- 
rithme que  l'on  a  ,  on  efi:  obligé  le  plus  fouvent  de 
chercher  ces  nombres  par  une  méthode  d'interpolation , 
c'efl-à-dire  ,  par  une  voie  indireâe.  Pour  fuppiéer  à  ce 
défaut  on  a  calculé  en  Angleterre  une  autre  table  ,  qui 
a  été  publiée  à  Londres  en  1741  ,  fous  le  titre  de  The 
Anti-logarkhmie  Canon ,  &c.  by  James  Dodson  ,  &  qui 
eft  encore  affez  peu  connue  ;  on  y  trouve  les  décimales 
des  logarithmes  rangées  par  ordre  depuis  0,0001  jufqu'à 
1,0000,  &  à  côté  le',  nombres  correfpondans  pouffes 
jufqu'à  onze  chiffres  ;  on  y  trouve  aufîi  les  parties  pro- 
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nombre  qui  lui  convient.  Cela  deviendra 
encore  plus  clair  par  un  exemple  :  mul- 
tiplions les  nombres  343  &  2401.  Pui{^ 
qu'il  faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes, 
on  écrira  le  calcul  de  la  façon  qui  fuit: 

L.   343=2,5351941) 

L.  2401  =3,3803922  ) 


5,9156863 
6847 


\  fouilrayéî 


16. 
Le  nombre  cherché  efl:  donc  823543. 

Car  la  fomme  efl  le  logarithme  du  pro- 
duit cherché  j  on  voit  par  fa  caraftériftique 

5  que  ce  produit  efl:  compofé  de  fix  chiffres, 

6  ceux-ci  fe  trouvent  par  le  moyen  de 
la  fraftion  décimale  &  de  la  table  ,  être 
823543. 

Comme  c'eft  en  particulier  dans  l'ex- 
tra6lion  des  racines  que  les  logarithmes 

portlonnelles  néceflaires  pour  déterminer  les  nombres 
qui  répondent  aux  logarithmes  intermédiaires  qui  ne  fe 
trouvent  pas  dans  la  table. 


içî  Elément 

rendent  de  grands  fervices ,  donnons  aufli 
un  exemple  de  la  manière  dont  on  les 
applique  à  cette  partie  du  calcul.  Suppofez 
qu'il  s'agiffe  d'extraire  la  racine  quarrée  de 
lo.  Vous  divifez  iimplement  par  2  le  lo- 
garithme de  10,  qui  eft  1,0000000  j  le 
quotient  0,5000000  eft  le  logarithme  delà 
racine  cherchée.  Or  le  nombre  qui  dans 
les  tables  répond  à  ce  logarithme  ,  eft 
3,16228 ,  dont  le  quarre  eft  effeftivement 
égal  à  I  o ,  à  un  cent  millième  près  dont 
il  eft  plus  grand. 


Section 
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SECTION   SECONDE. 

Z)£5'  différentes  Méthodes  de  Calcul 
pour  les  Grandeurs  compofées  ou 
complexes. 


CHAPITRE    PREMIER, 

De  r  Addition  des  Quantités  complexes, 

2.56. 

ijORSQU*ON  a  deux  ou  plufieurs  for- 
mules compofées  de  pluheurs  termes  à 
ajouter  enfemble  ,  on  ne  fait  fouvent  qu'in- 
diquer cette  addition  par  des  fignes^  en 
mettant  chaque  formule  entre  deux  pa» 
renthefes  ,  &  en  la  liant  avec  les  autres 
par  le  moyen  du  figne  +.  S'il  s'agit,  par 

i exemple ,  d'ajouter  enfemble  ïqs  formules 
Tome  /,  N 
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a-^b-Xrc  &■  ^-[-d-[-/,  on  indique  la 
fomme  en  cette  manière  : 

257. 

On  fent  bien  que  ce  n'efl  pas  là  effe6luer 
l'addition ,  que  ce  n'eft  que  l'indiquer.  Mais 
on  voit  aufîi  que  pour  la  faire  réellement 
on  n'a  qu'à  omettre  les  crochets  ;  car  le 
nombre  û?-|-e -4-/ devant  être  ajouté  à 
l'autre ,  on  fait  que  cela  fe  fait  en  y  joignant 
d'abord  -{-d^  enfuite  -j-e  &  enfuite  +/V 
ce  qui  donne  donc  la  fomme   a-\-b-^c 

On  fuivroit  la  même  voie  ,  fi  quelques- 
uns  des  termes  étoient  affectés  du  (igné — ^; 
il  faudroit  les  joindre  de  la  même  façon , 
moyennant  le  figne  qui  leur  efl:  propre. 

258. 

A(in  de  rendre  ceci  plus  clair,  nous  con- 
fidérerons  un  exemple  en  nombres  purs  ; 
nous  nous  propoferons  d'ajouter  à  la  for- 
mule 12 — 8  cette  autre,  15 — 6.  Si  nous 
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commençons  donc  par  ajouter  15  ,  nous 
aurons  12  —  8-J-15  ;  or  c'étoit  ajouter 
trop,  puirqu'il  ne  fallpit  ajouter  que  1 5 — (5, 
&  il  eft  clair  que  c'efl:  6  que  nous  avons 
ajouté  de  trop.  Otons,  reprenons  donc  ces 
6  en  les  écrivant  avec  leur  figne  négatif, 
nous  aurons  la  fomme  véritable 

12  —  8-J-I5" — <^» 
D*oii  l'on  voit  que  les  fommes  fe  trou- 
vent en  écrivant  tous  les  termes ,  chacun 
avec  le  figne  qui  lui  eft  propre. 

259. 

S'il  eft  donc  queftion  d'ajouter  la  for- 
mule d — -e- — f  à  la  formule  a — b-^-c ^ 
on  exprimera  la  fomme  ainfi  : 

a — b-^C'-^d — e — f^ 
en  remarquant  cependant  qu'il  n'importe 
en  rien  dans  quel  ordre  on  écrit  ces  termes. 
On  peut  les  changer  de  place  à  volonté, 
pourvu  qu'on  leur  conferve  leurs  fignes. 
Cette  fomme  pourroit  ,  par  exemple  , 
s'écrire  ainfi: 

c..^çj^i2' — f-^d — 3. 

N  ij 
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2ÖO. 
On  voit  afTez  que  l'addition  ne  fouffre  au- 
cune difficulté ,  de  quelque  forme  que  foient 
les  termes  à  ajouter.    S'il  fiilloit  ajouter 
enfemble  les  formules  2a^-{-6\/^ — 4L.C 

&■    5  y  a — yc,  on  écriroit 

2a'  -\--6\b  —  4L.c-[-  ^\/ Cl  —  7  c y 
foit  dans  cet  ordre  même  ,  foit  en  chan- 
geant cet  ordre  des  termes.    La  fomme 
reviendra  toujours  à  cela ,  ii  l'on  ne  change 
pas  les  fignes. 

261. 
Mais  il  arrive  fouvent  que  les  fommes 
trouvées  de  cette  manière  peuvent  fe  ré- 
duire confidérablement  :   favoir  ,   quand 
deux  ou  plufieurs  termes  fe  détruifent  les 
uns  les  autres.  Par  exemple ,  fi  Von  ren-  - 
contre  dans  une  même  fomme  les  termes 
^a — a  ou  3(2  —  ^a-^a ;  ou  bien  quand 
on  peut  réduire  deux  ou  plufieurs  termes 
en  un  feul.  Voici  des  exemples  de  cette  ^ 
féconde  rédudion; 
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'^a'^la:=^  a  ;    j  b  —  3 /^  =:rr -[- 4  ^  _,- 

6  C  -|- 1  C  Ci::=  ■-]-  4  C  y 

ja  —  %a:^:=.  —  3a;    ■ — y/'-j-Z»— z  —  6h; 

—  3c  —  4C-=^ — jc  ; 
la—<^a-^a=::: la;    —  3^— ^Z'-j-l^mr: — 6h, 

On  peut  donc  abréger  toutes  les  fois  que 
deux  ou  plusieurs  termes  (ont  entièrement 
les  mêmes  quant  aux  lettres.  Mais  il  ne 
faut  pas  confondre  ces  cas  avec  ceux  -  ci 
2ßfl-[-3ß,  ou  zh'^ — b^  ;  ceux  de  cette 
efpece  ne  foufFrent  point  de  rédu6lion.    , 

2Ö2, 

Confidérons  encore  ouclauc^  exemples 
de  réduction  ;  le  fuivant  nous  conduira 
d'abord  à  une  vérité  très-utile.  Suppofez  qu'il 
faille  ajouter  enfemble  les  formules  a -|~/^ 
5c  a- — b  i  notre  regle  donne  <2-^^-^^ — b  ; 
or  a-\-a^:zzia  ,  &  b  —  b  =  0',  la  fomme 
eft  donc  la ^  par  conféquent  il  l'on  ajoute 
enfem.ble  la  fomme  de  deux  nombres'(a-j~^) 
&  leur  différence  (a  —  b)  ,  on  obtient  le 
double  du  plus  grand  de  ces  deux  nombres» 

N  iij 
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Voici  encore  d'autres  exemples  : 


3a 
5^ 


ib  —  c 
6c~^a 


^a-^-'^b — je 


a^  —  laab-^^abb 
-aab-^iabb  —  b^ 


a^  — "^aab-^-j^abb — b^ , 


CHAPITRE     II. 

J^e  la  Soußraclion  des  Quantités  complexes^ 

263. 


S 


ï  on  ne  veut  qu'indiquer  la  fouftradlion, 
on  enferme  chaque  formule  entre  deux 
crochets ,  en  joignant  par  le  figne  —  la 
formule  qui  doit  être  fouilraite  à  celle  dopt 
il  faut  la  fouftraire. 

En  fouftrayant,  par  exemple ,  la  formule 
d — :^-|-/ de  la  formule  a — b-^-c ,  on  trouve 
le  refte 

Se  cette  façon  de  l'indiquer  donne  fufüfam- 
ment  à  connoître  laquelle  des  deux  for- 
mules doit  être  ibuilraite  de  l'autre. 
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Mais  quand  on  veut  efFe£luer  réellement 
la  fouftraftion  ,  il  faut  obferver  première- 
ment ,  qu'en  fouflrayant  d'une  quantité  a 
une  autre  quantité  poiitive  ~|-/^,  on  obtient 
a  —  b.  En  fécond  lieu,  qu'en  fouflrayant 
de  a  une  quantité  négative  — b,  on  ob- 
tient a^b  i  parce  qu'ôterà  quelqu'un  une 
dette  cil  autant  que  lui  donner  quelque 
chofe. 

265. 

Suppofons  maintenant  qu'il  s'agiiTe  de 
fouilraire  de  la  formule  a — c  la  formule 
b — d,  on  ôtera  d'abord  b  ;  ce  qui  donne 
a — c — b  :  or  c'étoit  ôter  la  quantité  d  de 
trop ,  puifqu'il  ne  falloit  fouflraire  que  b — d^ 
il  faudra  donc  reftituer  la  valeur  de  ^, 
&  on  aura 

a — c — b-^d  y 

d'où  il  eft  évident  qu'il  faut  changer  les 
iignes  des  termes  de  la  formule  à  fouflraire  ^ 
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&  les  joindre  avec  ces  fignes  contraires  aux 
termes  de  l'autre  formule. 

2ÖÖ. 

Il  e/l  donc  facile ,  moyennant  cette  regle, 
de  faire  la  fouflraftion ,  puifqu'on  ne  fait 
qu'écrire ,  telle  qu'elle  eft ,  la  formule  de 
laquelle  il  faut  fouilraire  ,  &  que  l'autre 
s'y  joint  fans  autre  changement  que  celui 
des  fignes.  C'eft  ainfi  que  dans  le  premier 
exemple ,  oii  il  s'agifToit  de  fouftraire  de 
a — h-X-c  la  formule  d — s-\-f,  on  obtient 
a — ■b'-^c- — d-^e — j\ 

Un  exemple  en  nombres  rendra  cela 
encore  plus  clair.  Si  on  fouflrait  la  formule 
6 — 2-J-4  de  9 — '3^2,  on  obtient 

9  — 3+2  — 6+2  — 4=:0, 

cela  eft  évident  5  car  9  —  3-[-2i=:8;  de 
même  6  —  2'-{-4  =  S>  or  8  —  8  =  0. 

2Ö7. 

La  fouflracllon-  n'étant  donc  fujette  à 
aucune  difficulté  ,  il  ne  refte  qu'à  faire 
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remarquer  que  (i  dans  le  refte  il  fe  trouve 
deux  ou  plufîeurs  termes  tout-à-fait  fem- 
blables  quant  aux  lettres ,  ce  rede  peut  fe 
réduire  à  une  exprefïïon  plus  abrégée , 
fuivant  lès  mêmes  règles  que  nous  avons 
données  pour  les  fommes  dans  l'addition. 

-2Ö8. 

Qu'on  ait  à  fouflraire  de  a-\-'b,  ou  de 
la  fomme  de  deux  quantités ,  leur  différence 
a — B,  on  aura  d'abord  a'\-b — a~[~^y  or 
a — a=:^o  &  h-^b:=zzib i  le  reile  cherché 
efl  donc  ib ^  c'eft-à-dire  le  double  de  la 
plus  petite  des  deux  quantités. 

269. 

Les  exemples  fuivans  tiendront  lieu 
d'éclairciffemens  ultérieurs  : 


aa-\-ab-A^bb 


bb-X-ab- 


-aa 


zaa. 


^a~4b-\~<^c 
ib-l-4c — 6a 
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ß'  ~|-'3^^^-j-3  abb-^b' 
a^  — 3  aab^'i^abb  —  b- 

6aab-^ib\ 

\/a  -j-  2  yb 
\/ a  —  3  \/i^ 


CHAPITRE     II L 

Z^é  /a  multiplication  des  Quantités  complexes, 

270. 

J_jORS^u'iL  n'eft  queftion  que  d'indiquer 
fimplement  une  telle  multiplication  ,  on 
met  entre  deux  crochets  chacune  des  for- 
mules qui  doivent  être  multipliées  enfem- 
ble ,  &  on  les  joint  les  unes  aux  autres , 
quelquefois  fans  aucun  fîgne ,  quelquefois 
en  mettant  un  point  ou  le  {igne  x  entre 
deux.  Par  exempl.  pour  indiquer  le  produit 
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des  deux  formules  a — b-\-c  &  d — e-j-^ 
multipliées  l'une  par  l'autre ,  on  écrit 

(^a-b+c)  ,  (d-e+f)  ou  {a-b-\-c)  X  (d-e+f). 

On  fe  fert  beaucoup  de  cette  façon  d'in- 
diquer les  produits ,  parce  qu'elle  donne 
à  connoître  fur  le  champ  de  quels  fa8:eurs 
ils  font  compofés. 

271. 

Mais  pour  montrer  comment  on  doit  s'y 
prendre  pour  faire  une  multiplication  ef- 
feftive ,  nous  remarquerons  d'abord  que 
pour  multiplier  ,  par  exemple,  une  formule 
comme  a — l?-^c  par  2,  on  en  multiplie 
chaque  terme  féparément  par  ce  nombre, 
de  forte  qu'on  obtient 

la  —  il?-^ic. 

Or  la  même  chofe  a  lieu  pour  tous  les 
autres  nombres.  Si  c'étoit  par  d  qu'il  fallût 
multiplier  la  même  formule  ,  on  obîien- 
droit 

ad  —  i}  dA-  c  d. 


-;k 
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272. 

Nous  avons  fuppofé  tout-à-Fheure  que 
c/étoit  un  nombre  pofiîif  j  mais  fi  c'eft  par 
un  nombre  négatif  comme^ — e,  que  la 
multiplication  doit  fe  faire ,  il  faut  fe  rap- 
peller  la  regle  que  nous  avons  donnée  plus 
haut;,  que  deux  fignes  contraires  multipliés 
enfemble  font  — ,  &  que  deux  fignes  égaux 
donnent  -J-.  On  aura  donc: 
—  ae~^be  —  ce, 

273. 

Pour  faire  voir  à  préfent  comment  une 
formule  ,  comme  A  ,  qu'elle  foit  fimple  ou 
complexe  ,  doit  être  multipliée  par  une 
formule  complexe  d — e  ;  nous  confidére- 
rons  d'abord  un  exemple  en  nombres  or- 
dinaires ,  en  fuppofant  que  A  doive  être 
multiplié  par  7 — 3.  Or  il  efi:  évident  que 
c'eft  ici  le  quadruple  de  A  qu'on  demande  ; 
car  fi  l'on  prend  d'abord  A  fept  fois ,  il  fau- 
dra fouilraire  enfuite  A  pris  trois  fois. 
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En  général  donc  s'il  s'agit  de  multiplier 
par  d — e^  on  multipliera  la  formule  A 
d'abord  par  d  &  enfuite  par  e  ,  &  on  fouf- 
traira  ce  dernier  produit  du  premier  -,  d'où 
réililte  dA — eA. 

Suppofons  maintenant  A=a — b ,  &c  que 
c'eft  cette  quantité-ci  qu'il  faut  multiplier 
par  d — e;  nous  aurons 

dAz=:::.ad  —  bd 
eA:=:zae  —  be  ; 

'  donc  le  prod.  cherc.  =ai — bd — ae-\-be, 

274. 

Puifque  nous  connoifîbns  donc  le  pro- 
^  duit'(^ — b).{d — e)  ,  &  que  nous  n'avons 
pas  lieu  de  douter  de  fa  juileiTe ,  nous  nous 
remettrons  le  même  exemple  de  multipli- 
cation fous  les  yeux  ,  fous  la  forme  que 
voici  : 

a  —  b 
d — e 

ad — bd — a^-j-i»^. 
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Il  nous  fait  voir  qu'il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  la  formule  fupérieure  par  chaque 
terme  de  la  formule  inférieure ,  &  que  pour 
ce  qui  regarde  les  fîgnes  il  faut  obferver 
ftriftement  la  regle  donnée  plus  haut  j  regle 
qui  fe  confirmeroit  par-là  entièrement,  fî 
elle  ^voit  pu  être  révoquée  en  doute  le 
moins  du  monde. 

275. 

Il  fera  facile  ,  d'après  cette  regle ,  de 
calculer  l'exemple  fuivant ,  qui  eil  de  mul- 
tiplier a-^-b  par  a — b: 

a-\-b 

a — b 


aa-^ab 

—  ab  —  bb 


le  produit  fera  =  aa—b  b, 

276- 

On  fait  qu'on  peut  fubflituer  pour  aßcb 
des  nombres  déterminés  à  volonté  j   ainfî 
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Texemple  que  nous  venons  de  donner, 
renferme  le  principe  que  voici  :  le  produit 
de  la  fomme  de  deux  nombres  multipliée 
par  leur  différence  eft  égal  à  la  différence 
des  quarrés  de  ces  nombres.  On  peut  ex- 
primer cette  vérité  en  cette  manière: 

(a  ~j-  ^)  X  (^  —  h)  =^aa  —  bb. 
Et  on  en  conclut  cette  autre  vérité  :  que 
la  différence  de  deux  nombres  quarrés  eft 
toujours  un  produit,  &  divifible  tant  par 
la  fomme  que  par  la  différence  des  racines 
de  ces  deux  quarrés  j  &  que  par  confé- 
quent  la  différence  de  deux  quarrés  ne 
peut  jamais  être  un  nombre  premier. 

277. 

Calculons  encore  quelques  autres  exem- 
ples: 

I.)  la — 3  II.) 4^(2 — 6a-\~^ 

a-\^i  ^^~1~3 

laa — 3a  8a^ — izaa-^i^a 

-j-4a — 6  -]-l  laa — i^a-^ij 
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III.) 

la- 
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-  lab   — bb 

-  4^ 

6a^- 

-  4aab — labb 

-I  laab-\-%abb-X-4[b^ 

6a'- 

~  1 6aab~j-6abb-^4b'^ , 

IV.)  aa-^iab  -\-ibb 

aa — lab  -^ibb 

» ; 

a  ^-^la'  b-^-iaabb 

— 'la^  b — ^aabb — j^ab  ' 

-^laabb-^j^ab^  -^^b* 

a'-{'4b\ 


V.)  laa — -'^ab    — ^bb 
'^aa — lab     -^bb 

éa""- — ^a'b  — iiaabb 

— ^a^  b  -^ôaabb-^Sab^ 

-^laabb — 3^/^^ — 4b* 

6a''  —  I  3a^  b — ^aabb-^-'^ab'^ — 4^^ , 


VI.) 
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V   ï.) 
üa-\-bb  -\-cc~-ab—ac~^bc 


a  ^  -\-abb-\-acc — aab—aac—abc 

—abb—acc-^-aab-^-aac—abc  -\-b  ^  -{-bcc-^bc 

—abc  —bcc-\-bbc-\-c^ 

a^ -^abc+b^ -^cK 

278. 

Lorfqu'on  a  plus  de  deux  formules  à 
multiplier  enfemble ,  on  comprendra  fans 
doute  qu'après  en  avoir  multiplié  deux  Tune 
par  l'autre  ,  il  faut  enfuire  multiplier  ce 
produit  par  une  de  celles  qui  relient,  & 
ainfi  de  fuite  ;  &  qu'il  eft  indifférent  quel 
ordre  on  fuive  dans  ces  multiplications. 
Qu'on  fe  propofe ,  par  exemple  ,  de  trou- 
ver la  valeur  du  produit  fuivant  compofé 
de  quatre  faveurs  : 

I.  I  I.  IIL         '  IV. 

(a-J-^)  (aa-{-ah-\-6l>)  {a~~b)  {aa—ab-\-bb)^ 
Tome  /,  *0 
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on  multipliera  d'abord  les  faveurs  I  &  II  : 
IL  aa-^ab-^bb 
I.     a\~b 

a^-^aab^abb 
-^aab-^abb-^b^ 


lÄl,a^'\-iaab-\-iabb'\-b' , 
Après  cela  on  multipliera  les  fadeurs 
III  &  IV: 

IV.  aa^ — ab-^bb 
III.    a—b 

a^ — aab~^abb 
— aab-^abb — b^ 

III.  IV.  a' —iaab~\-iabb—b' . 
Il  rede  donc  à  multiplier  le  premier  pro- 
duit ï  5  II 5  par  ce  fécond  produit  III ,  ÎV  : 

a^-^iaab-^r'^aF^-\-i''^    I.  II. 
a'—iaab-^iabb-ù^    III.  IV. 

a^ -\-ia^ b-{-ia^ bb'\'a' b^' 

'     —la ' b—^a* bb—z^a)  b'  —laab  "" 

'\-ia' bb-^-A^a"-  b^  •^-j^aab'^-^lab^ 

~  aH^—raab*-iab^-b^ 

Et  ceci  eft  le  produit  cherché. 
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279. 

Reprenons  le  même  exemple ,  mais  chan- 
geons-en l'ordre  ,  en  multipliant  d'abord 
les  formules  I  &  III ,  &  enfuite  les  formu- 
les  II  &  IV: 

I.    a-\-b 
III.    a—b 


aa-\-ab 
—ah—bb 

I,  III.  ■:z=.aa — bb. 


1 1.  aa-^ab  -A^bb 
IV.  aa—ab  \-bb 

a^'-^a^  b-^aabb 
— a^  b — aabb — ab  ^ 

'■^aabb-^ab^  -{-b* 


IÎ.IV.  =  a*+aa^i5-]-^\ 


O  ij 
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Multipliant  enfin  ces  deux  produits  I ,  III 
&II,  IV: 

IL  IV.   :=za'-^aabb-\-h^ 
I,  III,   ^:=zaa — hh 


—a'bb—aab'—h^ 

on  a  a^ — b^ , 
qui  eft  le  produit  cherché. 

280. 

Nous  ferons  ce  calcul  encore  dans  un 
autre  ordre ,  en  multipliant  d'abord  la  I.^. 
formule  par  la  IV.^ ,  &  enfuite  la  11.^  par 
la  III.^ 

IV.  aa — ah  ^bb 
L     a^b 

a^ — aab-^abb 
*-^aab — abb'-^b  ' 

L IV.  =  ?+K 
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•  I L  aa-^-i^^  -^bb 
III.      a--b 


a^ -^aab-^abb 
• — aab — abb — b^ 

II.  III.  =:a'—b\ 

Il  refte  à  multiplier  les  produits  I,  I\^ 
&  II,  III. 

h  IV.  =  a'  +  b' 
IL  III.  =  a'  —  b' 


—a'b  '—b' 
&  l'on  trouve  encore  a^ — bK 

281.     ' 

Il  efl  à  propos  d'éclaircir  cet  exemple 
par  une  application  numérique.  Faifons 
nzr=3  &  b=:i  y  nous  aurons  a-Aç-b=:.^  & 
a — b^z=.\  j  de  plus ,  t^arrirç  ,  abz=z6 ,'  bb:=zj^t 
Donc  aa-Y^b-^bbz=.  i  ^  &  aa — ab~^bb:=zj^ 
Donc  on  demande  le  produit  de  5.19.1.7, 
qui  eil  665. 

O  lit 
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Or  a^z=:ji<^  &  b^=z::64,  par  confé- 
quent  le  produit  cherché  a^ — h^z=:66^^ 
comme  nous  venons  de  le  dire. 


CHAPITRE     IV. 

De  la  Divlßon  des  Quantités  complexes, 

282. 


UAN0  on  ne  veut  qu'indiquer  la  di- 
vilion  ,  on  fe  fert  ou  de  la  marque  ordi- 
naire des  fra6lions,  qui  eft  d'écrire  le  dé- 
nominateur fous  le  numérateur,  &  en  les 
féparant  par  un  trait  5  ou  bien  de  deux 
crochets  qui  renferment  chaque  formule, 
•&  en  mettant  deux  points  entre  le  divi- 
feur  &  le  dividende.  S'il  efl  queflion  ,  par 
exemple^  de  divifer  a-^b  par  c»-}-*^,  on 
indique  le  quotient  ainfi ,  ^-^ ,  fuivant  la 
première  manière  ;  &  de  cette  façon  , 
(a-\-B )  :  (c-[~i) ,  fuivant  la  féconde.  L'une 
&  l'autse  expreflion  fe  prononce  a-\-^ 
divifé  par  c-j-i^. 


283. 

S^il  s'agit  de  divifer  une  formule  com- 
pofée  par  une  formule  fimple ,  on  divife 
chaque  term-e  féparément.  Par  exemple  : 
6a — 8^-|-4c  divifé  par  2  fait  3a — j^b-^ç-ic, 
&  {aa — iaB):(a)=:a — zS,  De  même 

^4aa5—6aac-\-Sal>c):(ia)zzzziaB^'^ac-^45c^ 

284. 

S'il  arrive  qu'un  des  termes  du  dividende 
ne  ibit  pas  divifible  par  le  divifeur  ,  on  in- 
dique le  quotient  par  une  fra6lion  ,  comme 
dans  la  divifion  de  a-\-b  par  a  ,  qui  donne 
I  -[--.  De  même 
(^aa-^ab-\'bb)\Ua):=L\ir—\-\.^-i^, 

Par  la  même  raifon  ,  fi  l'on  divife  za-^h 
par  2,  on  obtient  <^-p-j  &  on  peut  re- 
marquer à  cette  occalîon  qu'on  pourroit 
écrire  ^  ^  au  lieu  de  \ ,  parce  que  '-  fois  b 

O  iv 
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eft  autant  que  j.  Pareillement  ^  efî:  autant 
que  7^  )  &  Y  autant  que  -b  ^  Sec, 

285. 

Mais  quand  le  divifeur  efl  lui-même  une 
quantité  complexe  ,  la  divifion  a  plus  de 
difficultés.  Souvent  elle  a  lieu  ou  on  s'en 
doute  le  moins  ;  mais  lorfqu'elle  ne  peut 
fe  faire ,  il  faut  fe  contenter  d'indiquer  le 
quotient  par  une  fraftion,  de  la  manière 
que  nous  avons  dit.  Nous  commencerons 
par  coniidérer  quelques  cas  où  la  divifion 
effective  réuffit. 

286. 

Suppofons  qu'il  s'agiffe  de  divifer  le  di- 
vidende ac — 5  c  par  le  divifeur  a — ^,  il 
faut  donc  que  le  quotient  foit  tel  qu'étant 
xnultiplié  par  le  divifeur  a — 5  ,  on  obtienne 
le  dividende  ac — Bc.  Or  on  voit  aifément 
que  ce  quotient  doit  renfermer  un  c  ,  puif- 
que  fans  cela  on  ne  pourroit  obtenir  ac. 
Afin  donc  de  voir  ü  c  eft  le  quotient  entier^ 


n'A    L    G    E    B    R    E.  217 

on  n'a  qu'à  le  multiplier  par  le  divifeur, 
6c  voir  ß  cette  multiplication  produit  le 
dividende  en  entier ,  ou  ü  elle  n'en  donne 
qu'une  partie.  Dans  notre  cas ,  fi  nous  mul- 
tiolions  a — b  par  c ,  nous  avons  ac — bc  qui 
eft  en  effet  le  dividende  même  ;  de  forte 
que  c  efl  le  quotient  complet.  Il  n'eft  pas 
moins  clair  que 

{ßaa — ^aby.(^ia — 3^)^:3^^  &c. 
287. 

|i  On  ne  peut  manquer  de  cette  manière 
de  trouver  une  partie  du  quotient  ;  iî  donc 
ce  qu'on  a  vu  multiplié  par  le  divifeur, 
n'épuife  pas  encore  le  dividende ,  on  n'a 
qu'à  divifer  le  réfidu  encore  par  le  divifeur, 
pour  obtenir  une  féconde  partie  du  quo- 
tient j  &  l'on  continuera  de  la  mêm.e  m.a- 
niere  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  le  quotient 
en  entier. 

Divifons ,  afin  de  donner  un  exemple , 
aa-A^-^ab-^ibb  pat  a-J"^  ^'  i^  ^^  ^^^^^  ^" 
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premier  lieu  que  le  quotient  contiendra  le 
terme  a ,  puifque ,  fi  cela  n'étoit  pas ,  on 
n'obtien droit  point  aa.  Or  en  multipliant  le 
divifeur  a-^b  par  a ,  il  provient  aa-\-àb  ; 
laquelle  quantité  étant  fouftraite  du  divi- 
dende, laiffe  un  refte  iah-\-ihb»  Ce  refte, 
il  faut  außi  le  divifer  par  a-\-b  ;  &  il  faute 
aux  yeux  que  le  quotient  de  cette  divifion 
doit  contenir  le  terme  ^h,  Or  ib  multiplié 
par  a-\-b  fait  exaftement  lab-^ibb  ;  par 
conféquent  a-^-ib  eft  ce  quotient  cherché 
qui,  multiplié  par  le  divifeur  a-\-b ^  doit 
produire  le  dividende  aa-^-i^ab-^-ibb.  Voici 
toute  l'opération  : 

a-^b')aa-^'^ab-^zbb{a-^lb 

aa-^  ab  ^ 

'^lab-^ibb 
-^lab^lbb 


G. 

288. 

On  fe  facilite  cette  opération  en  faifant 
choix  d'un  des  termes  du  divifeur  pour 


Z>* A    L    G    E    B    R    E,  21^ 

l'écrire  le  premier ,  &  pour  ranger  enfuite 
les  termes  du  dividende ,  en  comrûençant 
par  les  plus  hautes  puiffances  de  ce  premier 
terme  du  divifeur.  Ce  terme  éroit  a  dans 
l'exemple  précédent.  Les  exemples  fliivans 
rendront  la  chofe  encore  plus  claire: 

a — h)a^ — T^aah-^-iahh — P{acL — lab-^bh 
c^ — aab 


■laab-^^abb 
•laab-^iabb 


^abb—P 
^abb^P 


0. 


a-{-^)  aa — hb  (a- 
aaA-ab 


. — ab — bb 
■ — ah — hb 
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^a — zb)  iSaa —  Sbb(6a-\-4b 
iSaa — iiab 

—liab—Sbb 
-^llab      Sbb 

O. 

a^b)  a^  P  {aa     ab-\-bb 
a^-\-aab 

aab^P 
— aab — abb 

+abb~^b^ 
+abbJ^b^ 

O. 

la—b)  Sce—P  {4aa-{-iab-\-bb 
8<2^ — ^aab 

'■^^aab — b^ 
-^j^aab — labh 

^labb     P 
^labb     P 

O. 
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üa — iab'\-bb)  a^ — ia}b-\-  aabb 

— ia^b'-^'!^aabb~ — ^aP 
— ia}b-^^aabb — laP 


^.  aabb—iab^-l-b^ 
-|-  aabb — laP'^b'^ 


aa—iab+4bb)a'^+4aabb+i6b^ 
aa+iab+^bb)  a^—ia^b  +4aabb 

+ia^b  +i6b^ 
-{-la^b  —4aabb+Sab^ 

+4aabb—'éab^-\-i6b'^ 
+4aabb—Sab^-\-i6b'^ 
O. 

aa—iab+ibb)  a^-\-4b'^ 
aa+iab+ibb)  a^—ia^b+iaabb 

+ia}b—iaabb-\-4b^ 
+ia^b — 4aabb+4aP 

+laabb—4aP-\-4b^ 
+iaabb—4aP-\r4b^ 
O, 
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I — rx-\-xx)  i  —  ^x 4-'^ oxx—  I oxr-\- 5 x^—x 
i-'^x-^-^xx-x' )  i  —  ±X-\-XX 

— 3  ;t  -f-  9  XX—  1  o.r^ 


■\-lxx—    JX^-^-fjX^ 
+  3^.-;^—   6a; '+3  A,-'* 

-     x^-i-ix'^-x^ 
O. 


CHAPITRE    V. 

J^e  la  RéfolutLOîi  des  F  raclions  en  des  fuites 
infinies  (*). 

289. 

y^UAND  le  dividende  n'eft  pas  divifible 
par  le  divifeur ,  le  quotient  s'exprime, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  ,  par  une 
fraftion. 

(*  )  La  théorie  des  pries  eft  une  des  plus  importantes  de 
toutes  les  rvlaîbématiques.  Les  fériés  dont  il  elt  queôiog 
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C'eiî:  ainfi  que  ii  l'on  doit  divifer  i  par 
I — a,  on  obtient  la  fra6]:ion  ~.  Cela  n'em- 
pêche pas  cependant  qu'on  ne  puifle  en- 
treprendre la  diviiion  fuivant  les  règles  que 
nous  avons  données ,  &  qu'on  ne  puiffe  la 
continuer  aufii  loin  qu'on  veut.  On  ne  laif- 
fera  pas  de  trouver  le  vrai  quotient ,  quoi- 
que fous  des  formes  différentes. 

290. 

Pour  le  prouver ,  divifons  réellement  le 
dividende  i  parle  divifeur  i — a,  comme 
on  va  voir  : 

dans  ce  chapitre  ,  ont  été  trouvées  par  Mercator  au  milieu 
du  fiecle  paffé  ,  &  Newton  trouva  bientôt  après  celles 
qui  dérivent  de  l'extradion  des  racines ,  &  dont  il  fera 
queftion  au  chapitre  xii.  Cette  théorie  a  reçu  enfuite  un 
nouveau  degré  de  perfeftion  de  plufieurs  autres  Géo- 
mètres diilingués.  Les  (Euvres  de  Jacques  BernoulU  & 
la  féconde  partie  du  Calcul  différentiel  de  M.  Euler ,  font 
les  ouvrages  où  Ton  pourra  le  mieux  s'inflruire  fur  ces 
matières.  On  trouvera  auffii  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
pour  1768  3  une  nouvelle  méthode  de  M.  de  la  Grange 
pour  réfoudre ,  par  le  moyen  des  fuites  infinies  ,  toutes 
ies  éq_uatiQtts  Uttéralçs  de  quelque  degré  qu  elles  foient. 
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l—a)  I  (i^-l-ou  l—a)i  (i-}-fl-|--«i^ 
-|~l  — a  -j-  I  — a 


réfidu       -^-a,  -]~ä 


a  —  aa 


rélïdu  -^-aa. 
Pour  trouver  encore  un  plus  grand  nom- 
bre de  formes,  on  n'a  qu'à  continuer  en 
divifant  a  a  par  i  —  a: 


I  — a)  aa 

4 

_  enfuite  i — d)a}  {a^A-^ 
CL                                               i-a 

aa 

i-a' 

a^-a!' 

.a' 

-a^ 

&  puis 

i-a 

a'       a' 

+  a%  &C. 

291. 

Nous 

voyons  par  là  que  la  fra6tion  ^  — 

peut  fe 

mettre  fous  toutes  les  formes  qui 

fuivent« 

I.) 

a 

in.) 
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m.)    i  +  a  +  aa+  —  ; 

IV.)    i  +  a+aa+a^  +  ^^; 

V.)   i+a+^^+a5+a^+^^,  8:c, 

Or  en  confidérant  la  première  de  ces 

formules ,  qui  eil  i  +  ir^  >  ^  ^"  faifant 

attention  que  i  eft  autant  que  —^  ,  nous 

avons 

+      a    T— a     I        a     r— af-a^ I 
I— d           I— J      I      i—a       "     ï—a  I- 


l-a 


Si  on  fuit  le  même  procédé  pour  la  fer 
conde  formule  i  -j-a-]^  -^ ,  c'efl-à-dire  que 
l'on  réduife  la  partie  des  entiers  i-j-a  au 
même  dénominateur  i  — a  ,  on  aura  — -  ,  à 

quoi  11  i  on  ajoute  -\-  —~on  aura     ^_^    ^ 
c'eil-à-dire  — -. 

l—a 

Dans  la  3^.  formule  i -[-^-[-(^a-] — --  , 
les  entiers  ,  réduits  au  dénominateur  i  — a , 
font y  &  fi  on  y  ajoute  |a  fraélion 

^ — ;  on  a  ~  :  donc  toutes   ces   formules 

1  —  d  I  -  a  ' 

Tome  /,  P 
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font  en  effet  égales  en  valeur  à  la  fra6liort 
proporée—, 

292. 
Cela  étant  on  pourra  aller  plus  loin  Se 
auiîi  loin  qu'on  voudra ,  fans  avoir  befoiu 
de  calculer  davantage.  On  aura  donc 

J ;  ou  bien   on   pourroit  continuer 

encore,  &  même  fans  jamais  finir.  C'efI: 
pourquoi  l'on  peut  dire  que  la  fra6lion  pro- 
pofée  a  été  réfolue  en  une  fuite  infinie  , 
laquelle  eft ,  i-]-a-[-£Zfl-}-a^  -\-a*  -|-a'  -|-a^ 
.4-a^-]-a«-j-^^-f-^'°+a"-|-^'^+  &C.  à 
l'infini.  Et  on  efi:  très-fondé  à  foutenir  que 
la  valeur  de  cette  férié  infinie  eft  la  même 
que  celle  de  la  fra6lion  —• 

293- 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut,  au 
premier  abord  ,  paroître  étonnant  j  mais  la 
confidération  de  quelques  cas  particuliers 
le  fera  comprendre  aifément. 
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Suppofons  premièrement  <2=i  ;  notre 

fuite  deviendra  i-j-i-^-i^-'i-i-'i'-f'i-j-^  •> 
ôtc.  jufqu  a  l'infini.  La  fraélion  -^  ,  à  la- 
quelle elle  doit  être  égale ,  devient  ^  5  or 
nous  avons  remarqué  plus  haut  que  ^  eil 
un  nombre  infiniment  grand  ;  cela  fe  con« 
firme  donc  ici  d'une  manière  élégante. 

Mais  fi  l'on  fuppofe  a  ==  2 ,  notre  fuite 

devient  =i-|--2.-|-4-[~^"~r'i^~h3^'~|~^4i 

&:c.  à  l'infini,  &  fa  valeur  doit  être  -  -  » 
^  ^  I- 2  ' 

c'eft-à-dire  ri^^ — i  j  ce  qui  au  premier 
coup  d'œil  lemblera  abfurde.  Mais  il  faut 
remarquer  que  fi  l'on  veut  s'arrêter  à  quel- 
que terme  de  la  férié  fufdite ,  on  ne  doit  le 
faire  qu'en  joignant  la  fraftion  qui  reile, 
Suppofons ,  par  exemple  ,  que  nous  vou- 
lions nous  arrêter  à  64  ,  il  faudra  j  après 
avoir  écrit  i-[-2-j-4-j- 8 -1-16-1-32-1-6 4, 
joindre  la  fraftion  ~  ou  ~  ou  —128  5  on 
aura  donc  127 — 128  ,  c'eil-à-dire  en  effet 
■ — I. 

Que  fi  on  contlnuoit  fans  ceffe  la  fuite  ^ 

Pij 
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il  ne  feroit  à  la  vérité  plus  queftion  de 
la  fra£lion  ,  mais  auffi  on  ne  s'arrêteroit 
jamais. 

294. 

Voilà  donc  des  coniidérations  néceflai- 
res ,  quand  on  prend  pour  a  des  nombres 
plus  grands  que  l'unité.  Mais  fi  l'on  fuppofe 
a  plus  petit  que  i  ,  tout  devient  plus  facile 
à  concevoir. 

Soit,  par  exemple,  ^=^j  on  aura^- 
I  I 

z=     1:=:  ir=2  >  ce  qui  fera  égal  à  la  férié 

fuivante:  i+^+^+|-+r6+Tz+i+n8 
&c.  à  l'infini.  Or  Ci  l'on  prend  deux  termes 
feulement  de  cette  fuite,  on  a  i  ^-^,  & 
il  s'en  faut  de  \  qu'elle  ne  foit  égale  à^- =2. 
Si  on  prend  trois  termes  ,  il  s'en  faut  en- 
core de  -  ;  car  la  fomme  eft  i  7.  Si  l'on 
prend  quatre  termes  on  a  i  ^^ ,  &  il  ne  man- 
que plus  que^.  On  voit  donc  que  plus 
on  prend  de  termes ,  &  plus  la  différence 
devient  petite  ,  Si  que  par  conféquent  fî 
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on  continue  à  l'infini ,  il  n'y  aura  plus  de 
différence  du  tout  entre  la  fomme  de  la 
fuite  &  la  valeur  2  de  la  fraélion  ^- . 

295. 

Soit  a=z\  ;  notre  fra6lion  -^  fera^T     r 

•=z\  =  \\y  à  quoi  fe  réduit  par  conféquent 
la  fuite  ;+L+L  +  i  +  '+jl^  &c.  juf- 
qu'à  l'infini. 

Quand  on  prend  deux  termes  on  a  i  ^  , 
&:  il  manque^.  Si  vous  prenez  trois  ter- 
b  mes  ;,  vous  avez  i  ^ ,  &  il  manquera  en- 
core :j^.  Prenez  quatre  termes,  vous  au- 
trez  I  — ,  &  la  difTérerice  eft  ^*  Puis  donc 
que  l'erreur  devient  toujours  trois  fois 
moindre  ,  il  faut  bien  qu'à  la  fin  elle  s'éva- 
nouifTe. 

296. 

Suppofons  a==.'^  j  nous  aurons  ~-  =  i  _i 
=  3,  &  la  fuite  i+|+l+i-+lf-f  a 
&c.  jufqu'à  l'infini,  Prenant  d'abord  1 1  , 

P  iij 
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l'erreur  eft  1 1-  ;  prenant  trois  termes ,  qui 
font  2-,  Terreur  eft  de|;  prenant  quatre 
termes  on  a  2^,  &  l'erreur  efl  encore 

297. 

I  r 

Si  0=^ ,  la  fra6lion  eft  7ZrL=ï  =  I  ^  5 

&  la  fdite  devient  i-j-i+^-]-^+^^ , 
&c.  Les  deux  premiers  termes  faifant  i-j-- , 
produiront  ^  d'erreur  j  &  prenant  un  ter- 
me de  plus  on  a  I  ^  ,  c'eft-à-dire  feule* 
ment  ^  d'erreur. 

298, 

On  pourra  de  la  même  manière  réfoudre 
en  férié  infinie  la  fradion  —  ,  en  divifant 
réellement  le  numérateur  i  par  le  déno- 
minateur i'\-cij  comme  on  va  voir: 
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I -}-a)  I        (  1  — a -\-aa  — a'  -j-a* 
i-]-a 


•a 
a — CLci 


a 


3  /,4 


•a'  - — a 


+ 


a 


4-a^ 


+  a' 


P  d'où  il  fuit  que  la  fra6lion  ^  eil  égale  à 
la  fuite , 

299. 

Si  Ton  pofe  a=zi ,  on  a  cette  compa- 

raifon  remarquable  : 

J—  =7  =  1  —  lA-i — I-4-I — i+i — I  , 
1+12  il  I  7 

&c.  à  l'infini.  On  y  trouvera  quelque  chofe 
de  contradiftoire  j  car  li  on  s'arrête  k—i^ 

P  ÏY 
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la  férié  donne  o  j  &  fi  on  finit  par  -^i  , 
elle  donne  i.  Mais  c'eft-là  précifément  ce 
qui  tranche  le  nœud  ;  car  puifqu'on  doit 
continuer  jufqu'à  l'infini  fans  s'arrêter  jamais 
ni  à  — i  ,  ni  à  -[- 1  ,  il  efl:  clair  que  la 
fomme  ne  peut  être  ni  o  ni  i ,  &  qu'il  faut 
que  ce  réfultat  final  tienne  un  milieu  entre 
ces  deux,  &  qu'il  foit^. 

300. 
Faifons  à  préfent  ^=J-,  notre  frai^ion 
fera  7+1  =  \  •>  laquelle  doit  donc  exprimer 
la  valeur  de  la  férié  i  —  t-4-7 — 5-+-7 — — 

214  ô       '       16  32 

^Yll»  ^^'  à  l'infini.  Si  l'on  ne  prend  de 
cette  férié  que  les  deux  premiers  termes , 
on  a  ^ ,  ce  qui  efi:  trop  peu  de  ^ .  Si  l'on 
prend  trois  termes  ,  on  a  -,  ce  qui eft  trop 
de  -^ .  Si  l'on  prend  quatre  termes ,  on  ^ 
|j  ce  qui  eft  trop  peu  de^,  &:c. 
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301. 

Suppofons  encore  ^  =  ^  ;  notre  fra61ion 
I 
fera  =  7+1  ^^^\  f   ^  c'eil  à  quoi  doit  fe 

réduire  la  férié  i — -  +  -  —  -+r — t:^ 
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4-  -4"  5  &c.  à  l'infini.  Or  en  confidérant 
(eulement  deux  termes  on  a  ^  ,  c'eft  trop 
peu  de^^.  Trois  termes  font^,  c'eft  trop 
de  '- .  Quatre  termes  font  - ,  c'eft  trop  peu 
de  ^-^ ,  &:  ainfi  de  fuite. 


302.  / 

P  La  fra8:ion  ^  peut  fe  réfoudre  encore 
d'une  autre  manière  ;  favoir  en  divifant  i 
par  a-\-i  ^  comme  il  fuit: 


^34 

El 

à   M  E  N 

S 

a+i) 

I      (-      - 

Va           ai 

r 
a 
I             t 

<2            aa 

I              r 

a' 

I 

I 

a? 

I 

I          I 

a'        a" 

I 

1     I 
a' 

1 
a' 

Par  conféquent  notre  fraction  ^  eft  éga- 
le à  la  fuite  infinie -! — ^ -.  +-7 


' \  ,  6cc.  Qu'on  faiTe  ^=1  ,  on  aura  la 
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férié  I  —  i-f-i  — i  +  i  — 1>   ^<^'=r5 
comme  ci-defîus.  Et  ß  l'on  fuppofe  a:=2, 

on  aura  la  férié  ~—\'\-\  —  l(,+Y^  — ^ 

303. 

Ceft  d'une  manière  femblable  qu'on 
pourra  réfoudre  généralement  en  une  fuite 
jnünie  la  fraftion  j^^,  on  aura 

^c        bc    ,    bbc        b'c       o 

fl-\-b)c     ( |--Y T?  ^^' 

^        \a       aa   ^    a^         a^ 

c-\-bc 


-bc 

a 
—  bc  —  bbc 

a        aa 

■\-bbc 
aa 

'\-bbc 

aa 

-\-b^c 
a^ 

-b'c 

a' 
—  b>c 

a'' 

—  b'c 
a"" 

^b'c 

^'l 
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d'où  l'on  voit  qu'on  peut  comparer  -^  avec 

la  férié  \  -i^  +^-^'&c.jufqu'àl'm- 

fini. 

Soit  ^=2,  1^=4,  c  =  3  ,  nous  aurons 

Soit  o:=io,  /^:^^i  &  c^z^i  I,  nous  avons 

_^::=^^^::^I^^i'  ^  IL     ! ü IL.  &c 

«4-6  lO  +  I  lO  100       !       ICCO  lOOOO  * 

Si  l'on  ne  confidere  qu'un  feul  terme  de 
cette  fuite  ^  on  a  j^ ,  ce  qui  eu.  trop  de  ^^  ; 
û  on  prend  deux  termes ,  on  a  ^ç,  c'eft  trop 
peu  de  ^  ;  fi  on  prend  trois  termes  ,  on  a 
'£ày  Cell  trop  de-'-,  &c. 

304. 

Quand  il  y  a  plus  de  deux  termes  dans 
le  divifeur ,  on  peut  également  continuer 
la  divifion  jufqu'à  l'infini ,  de  la  même  ma- 
nière. 

Oei}:  ainfi  que  fi  on  propofoit  la  fra61:ion 
ji^-^,  la  fuite  infinie  à  laquelle  elle  eft 
'égale,  fe  trouveroit  comme  il  fuit; 
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t^a+aa)i     (i-^-a-^a^—a^  +  a^  +  a' y  Sic. 
l  —  a-\-aa 

-\-a  —aa-\-a} 


—  a^-^a'^^a^ 
+^ 

-{-aP—a^ 

Nous  avons  donc  l'équation  Yr^-^r=::r 
^a  —  a^ — a^'-j-a^-j-fl^ — a^ — a'%  Sec. 
fans  fin.  Si  nous  faifons  ici  az=zi  ,  nous 
avons  i:=:I-|-I  —  I  —  I-j-I-j-I  —  I  —  I 
^  I  -[-  I ,  &c.  laquelle  férié  contient  deux 
fois  la  férié  trouvée  plus  haut  i  —  i-j-i  — i 
-|-i  ,  &c.  or  comme  nous  avons  trouvé 
celle-ci  :=| ,  il  n'ell:  pas  étonnant  que  nous 
trouvions  7  ou  i  pour  la  valeur  de  celle 
que  nous  venons  de  déterminer. 
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Qu'on  faffe  a=.\,  on  aura  l'équatlofi 

I 

Qu'on  fuppofe  0^==^,  on  aura  l'équa- 
tion 7  c:^  9  _i_lL ±_±J__L     R^r 

Si  on  prend  les  quatre  premiers  termes  de 
cette  fuite ,  on  a  ^'^ ,  qui  n'eft  que  de  -^^ 
moins  que  ^ . 

Suppofons  encore  cl^=^\  ,  nous  aurons 

^  =  ?^i+-— -— r!+^&c.ilfaut 
-       7  13       ^7       81  .1   729 

donc  que  cette  fuite  foit  égale  à  la  pré- 
cédente j  &  fouftrayant  l'une  de  l'autre , 
il  faut  que  o=:j  —  ^  —  J7  +„^^  &:c.  Ces 
quatre  termes  ajoutés  enfemble  font — z;» 

305- 

La  méthode  que  nous  avons  expofée  fert 
à  réfoudre  généralement  toutes  les  fra6lions 
en  fuites  infinies ,  &  par  là  elle  eft  fouvent 
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de  la  plus  grande  utilité.  De  plus  il  efl:  très- 
remarquable  d'ailleurs  qu'une  férié  infinie , 
quoiqu'elle  ne  cefle  jamais ,  puiffe  avoir 
une  valeur  déterminée.  Auffi  a-ton  tiré  de 
ce  fonds  les  inventions  les  plus  importantes, 
&  cette  matière  mérite  d'autant  plus ,  qu'on 
l'étudié  avec  toute  l'attention  pofîible. 

CHAPITRE     VI. 

Des  Qdiarrés  des  Quantités  complexes, 

306, 

X^UAND  il  s'agit  de  trouver  le  quarre 
d'une  grandeur  complexe ,  on  n'a  qu'à  la 
multiplier  par  elle-même ,  le  produit  fera 
le  quarre  qu'on  cherche. 

Par  exemple ,  le  quarre  de  a-^-h  fe  trouve 
de  la  manière  fuivante  : 
■h 


a- 


aa-\~ab 

2b-\-bb 

aa~ji-iab-f~bb» 
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307. 

Ainii  quand  la  racine  confiée  en  deuî^ 
termes  ajoutés  enfemble  ,  comme  a-\-b  ^ 
le  quarre  renferme  ,  i''.  les  quarrés  de  l'un 
&  de  l'autre  terme ,  fa  voir  aa^bh  ^  2°.  le 
double  du  produit  des  deux,  favoir  xah^ 
De  forte  que  la  fomme  aa-^iab-\-hh 
eil  le  quarre  de  a-^b.  Soit,  par  exemple, 
fl^zrio  &  ^=3  ,  c'eft-à  dire  qu'il  foit  quef- 
tion  de  trouver  le  quarre  de  1 3  ,  on  aura 
iQQ._j_(5o-[-9  ou  169. 

308. 

On  trouvera  facilement ,  par  le  fecours 
de  cette  formule ,  les  quarrés  d'aflez  grands 
nombres ,  en  les  partageant  en  deux  parties. 
Pour  trouver ,  par  exemple  ,  le  quarre  de 
57,  on  coniidérera  que  ce  nombre  eft 
=  50-|-7  ;  d'où  l'on  conclut  que  fon  quarre 
eil  =2500-1-700 -[-49::=  3  249. 

309. 

On  voit  aufli  par  là  que  le  quarre  de 
ß-j-i  fera  aa-\-za-\-i  :  or  puifque  le  quarre 

de 
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de  a  ^^  aa  ^  on  trouve  donc  le  quarre  de 
a~\-\  en  ajoutant  à  celui-là  2<2-|-i  j  &  il  faut 
remarquer  que  ce  2a-[-i  eft  la  fomme  des 
deux  racines  a  $c  a-\-i, 

Ainfî  comme  le  quarre  de  10  eft  loo^ 
celui  de  11  fera  ioo-|-2i.  Le  quarre  dé 
57  étant  3249,  celuide  58  eft3249-|-i  15 
==3364.  Le  quarre  de  59=3364-1-117 
==3481  ;  le  quarre  de  6ô:=348i-j-i  19 
=  3600,  &:c. 

310. 

Le  quarre  d'une  quantité  complexe  , 
comme  ^-f-^»  s'indique  de  cette  façon: 
{a-\~hy.  On  a  donc  {a-\-l?y=:aa-^  laif 
^bb ,  d'où  l'on  déduit  les  équations  fui- 
vantes  : 

(a+i)^=aa-l-2a+l  ;  {a-\'iyz=zaa-[-^a-^/\y 
(fï+3)*z=^a-t-6a+9  j  (a-\- j^tY z:=^aa~\-%a-\-i6  '^ 
&C. 

311- 

Si  la  racine  efh  a — b ,  le  quarre  en  eft 
aa — lab-^bb  ^  qui  renferme  par  conféquenf 
Tome  /,  O 
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aufli  le  quarre  des  deux  termes ,  mais  en 
forte  qu'il  faut  en  ôter  le  double  du  produit 
de  ces  deux  termes. 

Soit ,  par  exemple  ,  a=::io  &  ^^=1  ,  le 
quarre  de  9  fe  trouvera  ^i^ioo — 20 --[-i 
=  81. 

312. 

Puifque  nous  avons  l'équation  {a — by 
•=zaa  —  ial?-^hh^  nous  aurons  (a — i)^ 
z=aa — 2a-|-i.  Le  quarre  de  a — i  fe  trouve 
donc  en  fouftrayant  de  aa  la  fomme  des 
deux  racines  a  3c  a — i  ,  fa  voir  2  a — i. 
Soit,  par  exemple,  ci^^^o,  on  a  0^=2500 
&  a  —  i::::=49  j  donc  49^^^2500 — 99 
:==240i, 

313. 

Ce  que  nous  avons  dit  peut  aufïï  fe  con- 
firmer &  s'éclaircir  par  des  fraftions.  Car 
il  Ion  prend  pour  racine ~  -j~  T  (^^  ^^i ^^i^ 
i)  le  quarre  fera: 

2.4.  4    .  i3~^J    c'efl-à-dire  i. 
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De  plus  le  quarre  de  ^  —  ^  (  ou  de  |^  ) 

314. 

Lorfque  la  racine  eft  d'un  plus  grand 
nombre  de  termes ,  la  méthode  de  déter- 
miner le  quarre  eil  la  même.  Voici ,  par 
exemple  ,  comment  on  trouve  le  quarre 
de  a-j-^-[-c  : 

-^ab   -^ac-^-bb^bc-^-cc 

aa-^  iab-^iac~^bb-^ibc~^cc ; 
on  voit  qu'il  renferme  d'abord  le  quarre  de 
chaque  terme  de  la  racine  _,  &  outre  cela 
les  doubles  produits  de  ces  termes  multi- 
pliés deux  à  deux, 

315. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple ,  par« 
tageons  le  nombre  256  en  trois  parties, 

Q  ij 
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ioo-f-^o-l-ö;  fon  quarre  fera  donc  corn- 
pofé  des  parties  fuivantes  : 

40000  256 

2  5  00  2  5  (j 

20000  1280 

2400  512 


600  ^553^ 


65536,  ce  qui  eft  évidemment  égal  au  • 
produit  256.256. 

316. 

Quand  quelques  termes  de  la  racine  font 
négatifs ,  le  quarre  fe  trouve  encore  par  la 
même  regle  j  mais  il  faut  faire  attention 
quels  (ignés  on  doit  donner  aux  doubles 
produits.  Ainfi  le  quarre  de  a — b — c  étant 
ca-\-hb-\-cc — lab — iaC'-\-ibcy  fi  Ton  re- 
préfentoit  donc  le  nombre  256  par  300 
—  40  —  4  ,  on  auroit 
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Parties  poßdves.  Parties  négatives. 


-{-90000 

—  24000 

1600 

2400 

320 

—  26400 

16 

+91936 

—  26400 

quarre 

de 

delTu^. 

256  comme  ci- 

CHAPITRE    VII. 

De  l'extraclion  des  Racines  appliquée  aux 
Quantités  complexes, 

W 

317. 

O I  nous  voulons  donner  une  regle  fure 
pour  cette  opération ,  il  nous  faut  coniî- 
dérer  attentivement  le  quarre  de  la  racine 
a-\-b ,  qui  eft  aa-^-iah-^bb ,  afin  de  voir 
comment  on  peut  réciproquement  parvenir 
à  trouver  la  racine  d'un  quarre  donné.  Fai- 
fons  donc  les  réflexions  qui  fuivent. 

Q  iij 
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318. 

D'abord  comme  le  quarre  aa-\-iab-^bb 
efl  compofé  de  plufieurs  termes  ,  il  efl  cer- 
tain que  la  racine  aufll  renfermera  plus  d'un 
terme  ;  &  que  fî  l'on  écrit  le  quarre  de 
manière  que  les  puiiTances  d'une  des  lettres , 
comme  de  a ,  aillent  toujours  en  diminuant, 
le  premier  terme  fera  le  quarre  du  premier 
terme  de  la  racine.  Et  puifque  dans  notre 
cas  le  premier  terme  du  quarre  eft  aa, 
il  faut  que  le  premier  terme  de  la  racine 
{bit  a. 

319. 

Ayant  donc  trouvé  le  premier  terme  de 
la  racine  ,  c'eft-à-dire  a  ,  on  confidérera  le 
rede  du  quarre  ,  favoir  iab-\-hb ,  pour  voir 
ß  on  pourra  en  tirer  la  féconde  partie  de 
ia  racine  ,  qui  eil  b.  Nous  remarquerons  ici 
que  ce  refte  iab-\-bb  peut  être  repréfenté 
par  ce  produit- ci,  (ia-\-'b)b.  Or  ce  refte 
ayant  donc  deux  fadeurs,  ia--\-b  &  ^,  il 
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eO:  clair  qu'on  trouvera  ce  dernier  /^ ,  qui 
efi:  la  féconde  partie  de  ia  racine  ,  en  divi- 
fant  le  reile  iab-\-bb  par  ia--\-b. 

320. 
C'eft  donc  le  quotient  de  la  diviiion  du 
refte  fufdit  par  ia-\-b ,  qui  eil  le  iecond 
terme  cherché  de  la  racine.  Or  remarquons 
dans  cette  divilion  que  2  a  efl:  le  double 
du  premier  terme  a  de  cette  racine  ,  lequel 
eft  déjà  déterminé.  Ainii,  quoique  le  fécond 
terme  fbit  encore  inconnu ,  &  qu'il  faille 
jufqu'à  préfent  laifTer  fa  place  vide ,  nous 
pouvons  néanmoins  entreprendre  la  divi- 
{îon ,  puifqu'on  n'y  regarde  qu'au  premier 
terme  za.  Mais  auffi-tôt  qu'on  aura  trouvé 
le  quotient ,  qui  ell  ici  b ,  il  faudra  le  mettre 
à  la  place  vide ,  &  rendre  de  cette  façon 
la  divifi'on  complète. 

321. 

Le  calcul  donc  par  lequel  on  trouve  la 
racine  du  quarre  aa^-^zab-^-bb  ^  peut  fe 
repréfenter  de  cette  manière  : 

Q  iv 


^43 
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aa 


za-^b 


-\-iab~^bb 
^  1  a  b-^b  b 


0, 


322, 

On  pourra  de  la  même  manière  trouver 
la  racine  quarrée  d'autres  formules  com-« 
pofées ,  pourvu  qu'elles  foient  des  quarrés  j 
les  exemples  fuivans  le  feront  voir  : 

aa  -^6ab-^<^bb  {ci-\-'^b 

aa 


ia-\-}b 


-^6ab-\-(^bb 
-^ôab-^^bb 


O. 


ji^aa  — 4ab-^bb  (2a  —  b 
j^aa 


4a — b 


— 4ab-^bb 
—  j^ab-^bb 
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9PP 


ep-^r^q 


-\-14pq-\-'l6qq 
-\-14pq+l6qq 


O. 


2<^xx  — 6ox-\-'^6  ('j  X  —  6 

1^  XX 


ÎO^ 


60X-I-36 
6ox-\-'^6 


o* 


323. 

Quand  après  la  divifion  il  refte  un  ré- 
fïdu ,  c'efl  fîgne  que  la  racine  eft  compofée 
de  plus  de  deux  termes.  Ce  qu'on  fait  alors , 
c'eil  de  regarder  les  deux  termes  déjà  trou- 
vés comme  faifant  la  première  partie ,  8c 
de  tirer  du  réfidu  la  féconde  partie  ,  de 
la  même  manière  qu'on  avoit  trouvé  le 
fécond  terme  de  la  racine.  Les  exemples 
fuivans  rendront  ce  procédé  plus  clair. 
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aa~^iab — lac — ibc^bb-^cc  (a-\-b — c 


aa 

la-^-b 

-\-iab — lac— 
-\~iab 

~ibc-\-bb-]^cc 
-\-bb 

ïa-\-it 

h     c 

— lac- 
— lac- 

-ibc-^cc 
-ibc-\-cc. 

a*"  -j-2a^-|-3aö-|-2a-{-i    ((2cz-[-ö:-|-i 

a* 


2aa-^a 


'la'-^-xaa 


+3' 


aa 


iaa-\-ia  -j-i 


-|-2aa-{-2<2-|-i 
-[-2ßa-|-2a-[-i. 


a* '-4a^ b-\-^ab^ -^-^b'*  {aa—iab—ihb 


laa — lab 


—4a^b-^Sab^ 
—4a^b-\-4aabb 


2aa—4ab  —ibb 


—  4aabb-\-Sab^  +4b* 

—  4aabb-\-Sab  ' +4^^ . 
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•vCi 


+ 


+ 

O 


+ 


Ci        « 
»>->    es 


'S 
o 


00 


-Ci 

^<i 


>J> 

VO 

►<i 

-Ci 

•<i 

-Q 

« 

« 

so 

so 

■♦ 

■* 

-<i 

-Ci 

« 

« 

« 

<:J 

VO 

NO 

]^ 

^ 

-c» 

li 

*« 

H 

H 

-Cl 


-Ci 

-Ci 


+    + 


-Ci 


ri 


1^2 


E    L 


E   M   E   N    S 


324. 

On  déduit  facilement  de  la  regle  que 
nous  venons  d'expofer ,  la  méthode  qu'en- 
feignent  les  livres  d'Arithmétique  pour  l'ex- 
tra6lion  de  la  racine  quarrée.  Voici  quel- 
ques exemples  en  nombres  : 


43 


4 

23 

I 

I 

7^6442 
6 

2 

I 

3^0  4 
6 

129 
129 

82 

I  64 
I  64 

88 

704 
704 

48 


o. 


o. 


o. 


40^96 

36 


64 


1 244  9  6 
14  9^ 


o. 


96^04 
81 


98 


188 


1504 
1504 


o. 


i'5  6'i  5 


22 


56 
44 


245 


1225 
1225 


IM 


99^8o'oi  I999 
81 


1^9 
1989 


1880 

1701 


17901 
17901 
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325. 

Mais  lorfqu'après  l'opération  entière  ii 
refte  un  réfidu  ,  c'eft  une  marque  que  le 
nombre  propofé  n'efl  pas  un  quarre  ,  & 
par  conféquent  qu'on  ne  peut  pas  en  afîigner 
la  racine.  On  Te  fert  dans  ces  cas  du  figne 
radical  que  nous  avons  déjà  employé  plus 
haut  ;  on  écrit  ce  figne  devant  la  formule , 
&  on  met  la  formule  elle-même  entre  deux 
crochets ,  ou  fous  un  trait.  C'eft  ain(i  que 
la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  s'indique  par 
\/ {aa'^bb)  ,  ou  par  \/ aa-^bb ;  &  que 

\/(i  —  xx)y  ou  yi — XX  ,  exprime  la 
racine  quarrée  de  i — xx.  On  peut  aufïî, 
au  lieu  de  ce  figne  radical ,  faire  ufage  de 
l'expofant  rompu  ~ ,  &  indiquer ,  par  exem- 
ple ,  la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  par 

{^aa-\-bb)i^  9  OU  par  aa-\-bb'^ , 
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CHAPITRE     VIII. 

Du  Calcul  des  Quantités  irrationnelles, 

326. 

X-j  ORS  qu'il  s'agit  d'ajouter  enfemble 
deux  ou  plufieurs  formules  irrationnelles, 
cela  fe  fait ,  fuivant  la  manière  prefcrite 
plus  haut,  en  écrivant  de  fuite  tous  les 
termes  chacun  avec  le  figne  qui  lui  ell:  pro- 
pre. Et  ce  qu'il  faut  remarquer  quant  aux 
façons  d'abréger ,  c'eft  que  ,  par  exemple, 

au  lieu  de  y  a-\-ya  on  écrit  ly  a ,  &  que 
y  a — y/a /fait  o ,  ces  deux  termes  fe  dé- 
truifant  l'un  l'autre.  C'eft  ainfi  que  les  for- 
mules 3-j-\/2  &  i-J-y  2  ajoutées  enfem- 
ble ,  font  4-|-2y  2  ou  4-}-\/8  ;  que  la 

fomme  de  5-f-V  3  ^  ^^  4 — v  3  »^^95 
&  que  celle  de  2  y  3  -|-  3  y  2  ,    &:  de 

y/3  _  y/2  ,  eft  3  V  3  +  ^  y/z. 
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327. 

La  fouftraftion  fe  fait  de  même  très-fa- 
cilement ,  vu  qu'on  n'a  befoin  que  d'ajouter 
enfemble  les  nombres  propofés ,  en  prenant 
le  contraire  des  fignes  qui  les  aße8:ent: 
l'exemple  fuivant  le  fera  voir  j  nous  fouf^ 
trairons  le  nombre  inférieur  du  fupérieur. 

i-|-2 V  2 — 2^3 — 5  y  ')'\-6y6 
3_3y/2-j-4y^3_|-2V^5— 2\/^. 

328. 

On  fe  rappellera  dans  la  multiplication 
que  y  a  multiplié  par  y  a  fait  a  y  ßc  que 
fi  les  nombres  qui  fuivent  le  figne  y  font 
difîerens ,  comme  a  &  /^ ,  on  a  yalf  pour 
le  produit  de  y  a  multiplié  par  yl>.  Il  fera 
facile  après  cela  de  calculer  les  exemples 

M    {îlî 


qm  iuivent  : 


i'j6            E 

I-|-    y^l 

L    é   M   E 

N   S 

4+2V/2 
2 — •   \/i 

14-2/2+2- 

8+4V/2 
4v/2 
8-4       . 

-4 
-4- 

329. 

Ce  que  nous  avons  dit  regarde  auffî  les 
quantités  imaginaires.  On  obfervera  feu- 
lement encore  que  \/~a  multiplié  par  \/-a, 
fait  — a. 

S'il  s'agilToit  de  trouver  le  cube  de 
— i-j-y -3  ?  01^  prendroit  le  quatre  de  ce 
nombre  ,  &  on  multiplieroit  ce  quarre  en- 
core par  le  même  nombre  j  voici  l'opé- 
ration : 

-1+  v/-3 
rj"-^  v/-3 

+  1-   v/-3 

4-i-zv/-3-3  =  -2-2v/-5 
-^+  v/-3 

+  2  +  2V/— 3 

-IV/-3+6 

2+6    =8. 

330. 
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m 
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Dans  la  divifion  des  quantités  fourdes 
on  n'a  befoin  que  de  mettre  les  quantités 
propofées  en  forme  de  fradlion  j  celle-ci 
peut  enfuite  fe  changer  en  une  autre  *ex- 
preffion  dont  le  dénominateur  foit  ration- 
nel. Car  fi  ce  dénominateur  efl ,  par  exem- 
ple ,  a-\-y  b ,  &  qu'on  le  multiplie  de  même 
que  le  numérateur  par  a — y/ b  _,  le  nouveau 
dénominateur  fera  aa—b ,  où  il  ne  fe  trouvé 
plus  de  figne  radical.  Suppofons  qu'on  pro- 
pofe  de  divifer  3  -[-  2  yi  par  i  -]~  \^ 2.  , 
nous  aurons  d'abord  ——-^,  Multipliant 
maintenant  les  deux  termes  de  la  fraftioii 
par  I — V  2 ,  nous  aurons  pour  le  numé- 
rateur : 


3+2/ 


3+2.  \/2 

—  3V  2- 


3—  y/ 1—'4^—\/  i-—!  y 
Tome  /a  R 
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&  pour  le  dénominateur: 
I — yi 


— y  2 — 1 

I — 2:=: — I. 

Notre  nouvelle  fra6lion  eft  donc  ■"^^~'  ; 

-I     ' 

&  fi  nous  multiplions  encore  les  deux  termes 
par  — I  ,  nous  aurons  pour  le  numérateur 
»-^y  2-j-i ,  &  pour  le  dénominateur  -|-i. 
Or  il  eft  facile  de  fe  convaincre  que  y  2+ 1 
équivaut  à  la  fra6lion  propofée^^~j  car 
y  2-|-i  étant  multiplié  par  le  divifeur 
i-j-'y  2 

1+  \/i 
i-f-  y  2 

i-j-  y  2 
on  a  i-f-iy  i-j-^  ^=  '^-^^yi» 
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Autre  exemple  :  8  — ■  5  y  2  divifé  par 
3 — lyi  fait  ^r^.  Multipliant  ces  deux 
termes  de  la  fra£lion  par  3~j-2y  2,  on  a 
pour  le  numérateur 


8-  5/ 
3+  W 


24 — 1 5  v  2 
-|-i6\/ 2 — -20 

24+       ^2— 20  =  4+V2> 

&  pour  le  dénominateur 

»3-V^ 


I 


9 — (Sy/i 
-j-év  2 — 4.2 


9 — 8  =  -|-u 
Par  conféquent  le  quotient  feroit  4+ y  2« 
En  voici  la  preuve  : 

R  i| 
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4+  y/^ 

3  — 2v/2 


I  2-(-3  V  2 


1 2 — 5  v  2 — 4  =;  8 — 5  V  2. 

331. 

Ceft  de  la  même  manière  qu'on  peut 
transformer  de  ces  frayions  en  d'autres , 
dont  le  dénominateur  foit  rationnel.  Si  l'on 
a ,  par  exemple ,  la  fraftion  p^^j^ ,  &  que 
l'on  en  multiplie  le  numérateur  &  le  dé- 
nominateur par  fj-f-iyô,  on  la  transfor- 
mera en  celle-ci,  lllt^  =^-J^iy6, 

De  même  la  fraftion  ■_^^.^_  prend  cette 
forme,  î±î^' ^  i^ .  Et'^  devient 

332.    . 

On  pourra  de  la  même  manière  faire 
difparoitre  peu  à  peu  les  radicaux  du  dé- 
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nominateur  ,  quand  il  contient  plusieurs 
termes.  Soit  propofée  la  fra61ion  y^.^^Ti  -> 
on  multipliera  d'abord  ces  deux  termes  par 
\/io+v/2  +  \/3  J  on  aura  ±-^'°_^|'^^^^ 
Multipliant  enfuite  encore  ce  numérateur 
&  ce  dénominateur  par  ^--\-i\6  3  on  a 

5 \/io-|-i I  v  24-9 V  bH-^" V  <^o* 

CHAPITRE     IX. 

J^es  Cubes  &  de  VextraÜion  des  Racines 
cubiques. 


P 
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o  u  R  trouver   le   cube   d'une  racine 
a-\-b ,  on  ne  fait  que  multiplier  fon  quarre 
aa-^-iab-^bb  encore  une  fois  par  œ-^-b  ^ 
aa-^iab  <-^bb 
a-^b 

a^-^iaab~^abb 
•Aç-*  aab-^iabb-^b^ 


le  cube  fei^,=;a^-}"3aa^-4-3(^^^-j-^" 

R  iij 
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Il  renferme  donc  les  cubes  ^qs  deux 
parties  de  la  racine  ^  &  outre  cela  encore 
'^aab-\-'^abb  ^  quantité  qui  équivaut  à 
(^■^ab).{a-\-b)^  c'eft- à-dire ,  au  triple  du 
produit  des  deux  parties  a  ßc  b  ^  multiplié 
par  leur  fomme. 

334- 

Ainfi  toutes  les  fois  qu'une  racine  efl 
compofée  de  deux  termes ,  il  eft  facile  d'en 
trouver  le  cube  d'après  cette  regle.  Par 
exemple ,  le  nombre  5:^:3-1-2  j  fon  cube 
eil  donc  ly-j-S-j-i  8.5=1=1 25. 

Que  7-}-3=io  foit  la  racine  5  le  cube 
fera  3 43 -j-27-[-63. 10=1000. 

Pour  trouver  le  cube  de  36,  on  fuppo- 
fera  la  racine  3^:==30-|-6,  &  on  aura  pour 
le  cube  cherché,  ijooo-^-iiô-^-^ 40.^6 

33  5; 

Mais  {î  c'efb  au  contraire  le  cube  qui  efl: 

donné  ,  favoir  a^  -\^'^aab-^'^abb-\-b^  ,  & 
qu'il  s'agifle  d'en  trouver  la  racine  ,  on  fera 
préalablement  les  remarques  qui  fuivent. 


I 
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D'abord  ii  le  cube  efl  ordonné  fuivant 
les  puifTances  d'une  lettre  ,  on  reconnoît 
facilement  par  le  premier  terme  a\\e  pre- 
mier terme  a  de  la  racine ,  puifque  le  cube 
en  efl:  a^  y  fi  l'on  fouftrait  donc  ce  cube  du 
cube  propofé  ,  on  obtient  le  refle  ,  '^aaB 
•^T^abb-Y-b^  lequel  doit  fournir  le  fécond 
terme  de  la  racine. 

336. 

Mais  comme  nous  favons  d'avance  que 
ce  fécond  terme  efl:  -\-b ,  il  s'agit  princi- 
palement de  voir  comment  il  fe  déduit  du 
refte  fufdit.  Or  ce  refte  peut  être  exprimé 
par  deux  faéleurs,  comme  {'i,aa-\-'^ab 
JYbb),{b)  ;  fl  on  le  divife  donc  par  3  a^s 
'^^ab-^-bb  ,  c'eft  le  moyen  d'obtenir  la 
féconde  partie  de  la  racine  -j-  b ,  qu'on 
demande. 

337- 

Mais  comme  ce  fécond  terme  ne  doit 
pas  être  fuppofé  connu  ,  le  divifeur  efl  in- 
connu pareillement  5  cependant  nous  avons 

R  iv 
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le  premier  terme  de  ce  divifeur ,  &  cela 
fufnt  j  car  il  eft  T,aa ,  c'eft-à-dire ,  le  triple 
du  quarre  du  premier  terme  déjà  trouvé , 
&  moyennant  cela  il  n'ell:  pas  difficile  de 
trouver  auffi  l'autre  partie  -^,  &  de  com- 
pléter enfuite  le  divifeur  avant  qu'on  achevé 
la  divifion.  Il  faudra  pour  cet  effet  joindre 
à  3aa  le  triple  du  produit  des  deux  termes 
ou  3«^  ,  &  M  ou  le  quarre  du  fécond  terme 
de  la  racine, 
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Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire 
à    deux    exemples   pour    d'autres    cubes 
donnés. 
L)  a?   -}-!2aj-f-48^-|-64    (^-{-4 


jaa-}-i2a~}-i6  -|-i2aa-[-48a-[-64 


Q% 
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R   E, 


16) 


+ 

ta 


+  r 


^ 
H 


+ 

o 


+ 


O       00 


+  t 

I   I 


+  +    +  + 


VO 


+ 


<3 
NO 


+ 

vo 


<3 


V^nl 


^66 
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L'explication  que  nous  avons  donnée  fait 
le  fondement  de  la  regle  ordinaire  pour 
Textraftion  des  racines  cubiques  des  nom- 
bres. Voici ,  par  exemple ,  le  plan  de  l'opé- 
ration pour  le  nombre  2197: 

2^197  (10-I-3— 13 

I  OGO 


300 

I  197 

90 

9 

399 

I  197 

o. 


Faifons  encore  le  calcul  de  Textraélion 
de  la  racine  cubique  de  34965783  : 

34  9^5   783  (300+204-7 
27  000  oco 


270000 

18000 

400 

288400 

7 
5 

965  783 
768  000 

307200 
6720 

49 

2 

197 

783 

313969 

2 

197 

783 

0. 


CHAPITRE    X. 

Des  Puijfances  plus  hautes  des  Quantités 
complexes, 

340. 

jfTLPRÈs  les  quarrés  &  les  cubes  viennent 
des  puifTances  plus  hautes,  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  degrés.  On  les  indique 
par  des  expofans  de  la  manière  que  nous 
avons  expliquée  plus  haut  j  il  faut  feule- 
ment obferver ,  quand  la  racine  eft  com- 
plexe ,  de  l'enfermer  entre  deux  paren- 
thefes.  Ainfi  {a-\-by  iignifïe  que  a-\-h  eft 
élevé  au  cinquième  degré,  &  {a — by  in- 
dique la  (ixieme  puifFance  de  a-rrh.  Nous 
ferons  voir  dans  ce  chapitre  le  dévelop- 
pement de  ces  puifTances. 

341. 

Soit  donc  a-^b  la  racine  ou  la  première 
puiflance ,  les  puifTances  plus  hautes  fe  trou- 
veront par  la  multiplication  de  la  manière 
qui  fuit: 
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aa-^ab 

*-^ab     '-^bb, 
(^a-^-by = aa-^iab  »-^bb 
a-^b 

a^-^iaab-^  abb 
^  aab-\-iabb  -^P, 

{aJ^bf  z=:a^^7,aab^iabb  J^P 
a-\-b 

a^-^'^a^b-^-'^aabb  -^  aP 
-j-  ci? b -^'^aabb -^'^aP  -{-  P ^ 

{a-^by=:  0^-^40^  b']-6aabbJ^4aP  +  P 
a-j-b 

P'^4pb'-\-6Pbb'-\-4aaP+  aP 
-}-  af^b  -\-4:!?  bb-^6aab^-\-4aP 
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(^a-\-h)'^  :=::^a^'\-<^a^  h -\- 10  c^bh-\^  10  aap 

+    '^ah'^P 
a-\-h 

a^J^^aH-\~ioaHb^lOaH^ 

-\-<^aab^  -^-aP 

^  a^h-^    ^a^bb  ~\- 10  c^  P 

•^lOaP-^f^aP-^-b  , 

{a^bf=za^  +  6a'b^i<^aHb-\-zoaH^ 
y^l'^aab^'\-6aP  ^b  y  ^C. 

342. 

On  trouve  de  même  les  puiflances  de 
la  racine  a — b ,  &  on  va  voir  qu'elles  ne 
différent  des  précédentes ,  qu'en  ce  que  les 
termes  1^ ,  4^,  (S^,  &c.  font  affedés  du 
figne  moins: 

{a — b)  '  1=  a — b 
a—b 


aa — ab 
■ — ab-^bb. 
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a—b 


a} — laab-^  abb 

—  aab-^iabb  — P^ 

[a—b)^  :=.a^—.^aab-^^abb  —9 
a—b 


et — T^ct  b-^-i^aobb — aP 

—  et b-^-T^aabb — "i^aP  -j-^'*. 

{^a—hfz=^a'—A,an^6aabb—^aP  '\-P 
a—b 

et  — /^a^b-^6ct  bb — j^aaP 
+  aP 

—  ctb-^-j^ctbb — 6  aap 

J^^aP--b\ 

{a — b^  z=:a^ —';^a^  b-\-\Qct  bb — \oaaP 

+   '^aP—P 
a — b 


a  — <^ct  b-\-\Qa^bb — \Qct  P 
>-|-   K^aaP — aP 
~  a^b^   ^a^hb—ioa-ip 

>^ioaaP' — '(^aP-^^b  , 
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J^YK^aab"  —6ah'  -\-h\^Q. 
On  voit  ici  que  toutes  les  puilTances  im- 
paires de  h  reçoivent  le  (igné  — ,  tandis 
que  les  puifîances  paires  gardent  le  figne 
-|-.  La  raifon  en  eft  évidente  ;  car  puifque 
dans  la  racine  fe  trouve  — h  y  les  puifîances 
de  cette  lettre  monteront  de  cette  manière  : 
—h ,  4-M  ,  —h' ,  -^-h' .  — ^S  +^' .  &c. 
&  il  efl:  clair  par  là  que  les  puifîances  paires 
doivent  être  affeftées  du  figne  -)- ,  &  les 
impaires  du  figne  contraire  — . 

343- 

11  fe  préfente  ici  une  queflion  importante, 
c'efl  comment ,  fans  continuer  le  calcul  de 
la  même  manière  dans  toutes  les  formes, 
on  pourroit  trouver  toutes  les  puifîances 
tant  de  a~^b  ,  que  de  a — b\ .  Nous  remar- 
querons avant  toutes  chofes  ,  que  fi  on  eft 
en  état  d'afligner  toutes  les  puifTances  de 
a-\-b  ,  celles  de  a — b  font  toutes  trouvées , 
puifqu  on  n'a  qu'à  changer  les  fignes  des 
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termes  pairs ,  c'eft-à  dire  du  fécond ,  du 
quatrième ,  du  fixieme  terme,  &c.  Le  prin- 
cipal revient  donc  à  établir  une  regle , 
d'après  laquelle  toute  puifîance  de  a-\-b  , 
quelque  haute  qu'elle  foit ,  puifîe  être  dé- 
terminée Tans  qu'il  foit  nécefîaire  de  faire 
le  calcul  pour  toutes  celles  qui  la  précèdent. 
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Or  obfervons  que  {î  dans  les  puiflances 
déterminées  ci  -  defllis  on  fait  abftra61:ion 
des  nombres  qui  précèdent  chaque  terme  , 
&  qu'on  nomme  les  coefficiens  ^  il  regne 
dans  tous  ces  termes  un  ordre  remarqua- 
ble ;  d'abord  on  voit  le  premier  terme  a 
de  la  racine  élevé  à  la  puiffance  même 
qu'on  demande  ;  dans  les  termes  fuivans 
les  puifTances  de  a  diminuent  continuelle- 
ment de  l'unité  ,,les  puifîances  de  h  augmen- 
tent d'autant  j  de  forte  que  la  fomme  des 
expofans  de  a  &  de  i5  eft  toujours  la  même 
&:  égale  au  nombre  du  degré  dem.andé  ^ 
&  à  la  lin  fe  trouve  le  terme  b  feul  élevé  à 

la 
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la  même  puifTance.  Si  l'on  demande  donc 
la  dixième  puifTance  de  a-\-b ,  on  eft  sûr 
que  les  termes  dégagés  des  coefficiens  fe 
fuivront  dans  l'ordre  que  voici:  a"°,  a^ b , 
a^hb,  a^b\  a'b',  a' b' ,  a' b' ,  a?  b\ 
a^b\  ab\  b'^ , 

345. 

Il  refte  donc  à  faire  voir  comment  on 
doit  déterminer  les  coefficiens  qui  appar- 
tiennent à  ces  termes  ,  ou  les  nombres  par 
lefquels  il  faut  multiplier  ces  termes.  Or 
quant  au  premier  terme  ,  fon  coefficient  eft 
toujours  l'unité  ;  &  quant  au  fécond  , 
fon  coefficient  eft  conftamment  l'expofant 
même  de  la  puifTance  ;  mais  pour  ce  qui 
regarde  les  autres  termes ,  il  n'eft  pas  ü 
facile  d'obferver  un  ordre  dans  leurs  coef- 
ficiens. Cependant  fi  l'on  continue  encore 
ces  coefficiens ,  on  ne  laifTera  pas  d'apper- 
cevoir  auffi  une  loi ,  moyennant  laquelle 
on  pourra  aller  auffi  loin  qu'on  voudra.  C'efl 
ce  que  la  table  faivante  fera  voir. 
Tome  I,  S 
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L  puifT.  coefficiens  i^i 

II. Ij2,,I 

m. i?353^ï 

ÏV. 1,4,6,4,1 

V. —    1,5,10,10,5,1 

Vî. 1,6,15,20,15,(^,1 

VIL   —    1,7,2.1,35^355^^7,1 
VIIÏ.  —  1,8,28,56,70,56,28,8,1 
IX.     1^9,36,84,126,126,84,36,9,1 
_X.  1,10,45^120,210,252,210,120,45,10^1 
'&c.  , 

On  voit  donc  que  la  dixième  puifîance 
de  a~\-b  fera  : 

^i^ia'b''\-iiQa'b^'\-iZQa^b'''\-4.^a^b^ 
■  ^lQab^-^b'°, 

346. 


Il  faut  remarquer  à  l'égard  de  ces  coef- 
ficiens ,  que  pour  chaque  puifiance  leur 
femme  doit  être  égale  au  nombre  2  élevé 
à  la  même  puifTance.  Qu'on  fafle  az=i 
&  b^z^i  ,  chaque  terme  ^  abfl:ra8:ion  faite 
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èu  coefficient,  fera  =i  ;  par  conféquenf 
ce  fera  fimplement  la  fomme  des  coefH- 
ciens  qui  indiquera  la  valeur  de  la  puif- 
fance  ;  cette  fomme  dans  l'exemple  pré- 
cédent eft   1024  5   &  en  effet  (i-j-i)'* 

Il  en  eft  de  même  des  autres  puifTances; 
on  a  pour  la 

11.^   i-\-i-i-i=4z=i^  , 
III.^   i-j-3+3+i=8"2.% 
I V.^   I  +4-1-6+4+  i  =  î6=zi\ 

V.°     I  +  5  +  IO+IO+5  +  l:=:32z=2'  , 

Vl.^  I+Ö+1 5  +  20+1 5+6+1  ;^=(54 


6 


VII.^  I+7  +  2I+35  +  35  +  2I+7+Ï 
1:^128=2^  ;,  &c. 
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Une  autre  remarque  à  faire  au  fujet  dû 
ces  coefficiens ,  c'eft  qu'ils  croifTent  depuis 
îe  commencement  jufqu'au  milieu ,  &  qu'en-* 
fuite  ils  décroilTent  dans  le  même  ordre« 

s  n 
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Dans  les  puifTances  paires  le  plus  grand 
coefficient  eil  exaclement  au  milieu  ;  mais 
dans  les  puifTances  impaires  ,  on  voit  deux 
coefficiens  égaux  &  plus  grands  que  les 
autres  qui  fe  trouvent  au  milieu ,  &  qui 
appartiennent  aux  termes  moyens. 

Quant  à  l'ordre  de  ces  coefficiens ,  il 
mérite  une  attention  particulière  j  car  c'efl 
dans  cet  ordre  même  qu'on  trouve  les 
moyens  de  les  déterminer  pour  une  puif- 
fance  quelconque  ,  lans  paffer  par  les  pré- 
cédentes. Nous  allons  en  donner  la  mé- 
thode ,  en  en  réfervant  cependant  la  dé- 
monftration  pour  le  chapitre  fuivant, 

348. 

Pour  trouver  les  coefficiens  d'une  puif- 
fance  propofée ,  par  exemple ,  la  feptieme, 
on  écrira  les  fraftions  qui  luivent  l'une  après 
l'autre  : 

7      1     L     1     i      i      - 

On  voit  dans  cet  arrangement  que  les 
numérateurs  commencent  par  l'expcfant  de 
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la  puiffance  qu'on  demande ,  &  qu'ils  di- 
minuent fucceiîivement  de  l'unité  pendant 
que  les  dénominateurs  Te  fuivent  dans  l'or- 
dre naturel  des  nombres  ^  1,2,3,4,  &c. 
Or  le  premier  coefficient  étant  toujours  r , 
la  première  fra6lion  donne  le  fécond  coef- 
ficient. Le  produit  des  deux  premières  frac- 
tions ,  multipliées  l'une  par  l'autre  ,  repré- 
fente  le  troifieme  coefficient.  Le  produit 
des  trois  premières  fraftions  repréfente  le 
quatriem.e  coefficient ,  &  ainfi  de  fuite. 

Ainfi  le  premier  coefficient  r=  i  ;  le  fé- 
cond :=z\=z'j  ',  le  troKîeme  mj.|i=2i  j 
le  quatrième  =^^.-.-=135  ;  le  cinquième 
=^z.f  i.i  =..  .  y  fixieme  .=V^|.-^| 
=:2i  j  le  feptieme  zz^i\,\z=zj  -,  le  huitie- 
ine=7.^=i. 
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On  a  donc  pour  la  féconde  puifFance 
les  deux  frayions  7.-,  d'où  il  s'enfuit  que 
le  premier  coefficient  r::i:i  ;  le  fécond  :=:- 

=  2  j  &  le  troilieme  =2.^=::::i. 

S  iij 
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La  troineme  puifiance  fournit  les  frac-» 
tions^.^.  ^;  donc  le  premier  coefficient 
r=i  ;  Iefecond2i=^r:r:3  ;  le  troifîeme  =r=3 
.^=:i3;  le  quatrième rz:^]-.^.^=:i. 

On  a  pour  la  quatrième  puifiance  ces 
fraftions-ci,  j.j.^.^  j  par  conféquent  le 
premier  coefficient  r:^  i  j  le  fécond  ^^  =4  j 
le  troilieme  ^.|  =1:6  ;  le  quatrième  \.  \'\—^y 
§c  le  cinquième  ^.|.-^.^:=i. 

350. 

Cette  regle  nous  procure  donc  évidem-» 
ment  l'avantage  de  n'avoir  pas  befoin  de 
connoitre  les  cceßiciens  précédens,  &  de, 
trouver  au  contraire  fur  le  champ ,  pour 
une  puiffance  quelconque  ^  les  coefiiciens 
qui  lui  font  propres. 

Ainfî  pour  la  dixième  puiiTance  on  écrirai 

1         r      r\-  10        9876        y432 

les  frathons  -,  -,  j,  ^,  y,  ê^  7'  b  9  » 
-  ,  moyennant  quoi  l'on  trouve 

le  premier  coefficient  =  i  , 

le  fécond  =z:z~~=:iOy 
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le  troifîeme  ^^10.^  =  4^ , 
le  quatrième  =^4^.-:=  120-,  .  • 


8 
3 

cinquième  =  i  20.-  ^:=  2 1  o , 


4 
le  fîxieme  =:  2 1  o.-  =  2  ç  2  , 

le  feptieme  :::::=2  5  2.|-^=:;  210  , 

le  huitième  =  2 1  o.-  :=  1 20  , 

7  ^ 

le  neuvième  r=i2o.|-ni:=45  , 
le  dixième  :=z:^j^^  .^  =^  1  o  , 
le  onzième  =:^io.— ^=1. 


3  H- 

On  peut  aulxl  écrire  ces  fractions  telles 
qu'elles  font,  fans  en  calculer  la  valeur. 
Se  il  efh  facile  de  cette  manière  d'écrire  une 
puiiTance  quelconque  de  (^-j-Z»  ,  quelque 
haute  qu  elle  foit.  Cek  ainfi  que  la  cen- 
tième puifïance  de  a— p/^  fera  (cz-|r/^):'°°" 

a-il-9>9!-îz^96^.4„^"V€.  d'où  Ueft  aifé 

I  I.z.3.4  1     ' 

de  conclure  quelle  fera  la  loi  des  termes 
fui  vans. 

S  iv 
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MENS 


CHAPITRE     XL 

De  la  permutation  des  Lettres  ,  fur  laquelle 
fe  fonde  la  dcmonßration  de  la  Regle 
précédente. 


S 


352, 


I  on  remonte  à  l'origine  des  coefficiens 
dont  nous  venons  de  nous  occuper  ,  on 
trouvera  que  chaque  terme  fe  préfente  au- 
tant de  fois  qu'il  eft  pofîible  de  tranfpofer 
les  lettres  qui  compofent  ce  terme  ;  ou  bien , 
pour  nous  exprimer  d'une  autre  manière, 
que  le  coefficient  de  chaque  terme  eft  égal 
au  nombre  des  permutations  que  fouffrent 
les  lettres  dont  ce  terme  eft  compofé.  Dans 
la  féconde  puifîance ,  par  exemple ,  le  terme 
ab  e{\.  pris  deux  fois  ^  c'eft-à-dire  que  fon 
coefficient  eft  2  j  &  on  peut  en  effet 
changer  doublement  l'ordre  des  lettres  qui 
compofent  ce  terme ,  puifqu'on  peut  écrire 
ah  &  bas  le  terme  a  a  au  contraire  ne  fe 
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pféfente  qu'une  fois ,  parce  que  Tordre  des 
lettres  ne  peut  fubir  aucun  changement  ou 
permutation.  Dans  la  troifieme  puiffance 
de  a-\-l? ,  le  terme  aah  peut  s'écrire  de  trois 
manières  différentes ,  aab  ,  al^a ,  l?aa  ;  aulîi 
le  coefficient  eil -il  3.  De  même  dans  la 
quatrième  puiffance  le  terme  a^b  ou  aaab  ^ 
admet  les  quatre  difpofitions  différentes, 
aaah  ^  aaba  ^  abaa  ,  baaa  ;  c'eff  pour- 
quoi Ton  coefficient  eff  4.  Le  terme  aabb 
fouffrefix  permutations,  aahb  ,  abba  ,  baba^ 
abab  ,  bbaa  ,  baab  ,  &  fon  coefficient  eft  6, 
Il  en  ieft  de  même  dans  tous  les  cas. 

353- 

En  effet  fi  l'on  confidere  que  la  quatrième 
puiffance,  par  exemple  ,  d'une  racine  quel- 
conque compofée  même  de  plus  de  deux 
termes,  comme  {a-\-b-^c-\-dy  ,  fe  trouve 
en  multipliant  ces  quatre  fa6leurs ,  I.  a-^b 
-|~c-[-af;  IL  a~\-b-^c-^d;  IIL  a-j-^-|~c-|-^/ 
IV.  a-^b-^c~\-d ;  On  peut  voir  aifément 
que  chaque  lettre  du  premier  fadeur  doit 
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fe  multiplier  par  chaque  lettre  du  fécond  , 
enfuite  par  chaque  lettre  du  troifieme  ,  & 
enfin  encore  par  chaque  lettre  du  qua- 
trième. 

Il  faut  donc  non -feulement  que  chaque 
terme  foit  compofé  de  quatre  lettres,  mais 
aufîi  qu'il  fe  préfente  ou  qu'il  entre  dans  la' 
fomme  autant  de  fois  que  ces  lettres  peu* 
vent  être  difpofées  différemment  entr'elles  ^' 
d'où  provient  enfuite  fon  coefficient. 

3  54- 

Il  importe  donc  beaucoup  ici  de  favoir 
de  combien  de  manières  différentes  un 
nombre  donné  de  lettres  peuvent  être  dif- 
pofées entr'elles.  Et  il  faudra  dans  cette  re- 
cherche faire  attention  fur-toùt  ß  les  lettres' 
dont  il  s'agit  font  les  mêmes  ou  diverfes. 
Quand  elles  font  les  mêmes ,  il  tie  peut  y 
avoir  de  permutation ,  &  c'eil  aufli  pour^ 
quoi  les  puiflances  (impies ,  comme  a^ ,  û'  / 
a" ,  &c.  ont  toutes  l'unité  pour  coefHcient.  ' 
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3  5  5- 

Nous  fuppoferons  d'abord  toutes  les  let- 
tres diveries  j  &  en  commençant  par  le  cas 
le  plus  (impie  ,  de  deux  lettres  ou  ah  ^  nous 
voyons  que  ce  font  évidemment  deuxtranf- 
poiitions  qui  peuvent  avoir  lieu  ,  favoir 
ah ^  ha. 

Si  nous  avons  trois  lettres ,  abc^  à  con- 
fidérer  ,  nous  remarquons  que  chacune  des 
trois  pourroit  prendre  la  première  place, 
tandis  que  les  deux  autres  admcttroient 
deux  permutations.  Car  iî  a  eil  la  première 
lettre  ,  on  a  les  d'eux  difpoiîtions  abc ,  ach  ; 
il  ^  eil  à  la  première  place  ,  on  a  les  dif- 
poiîtions bac  ,  hca  ;  enfin  fi  c  occupe  la  pre- 
mière place ,  on  a  de  même  deux  difpo- 
iîtions ,  favoir  cah ,  cba.  Et  par  conféquent 
le  nombre  total  des  difpofitions  eß:  3.2:=^. 

Si  on  a  quatre  lettres,  abcd^  chacune 
peut  occuper  la  première  place  ;  &  dans 
chacun  de  ces  cas  les  trois  autres  peuvent 
former  fix  difpoütions  diilérentes  ^  comme 
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nous  venons  de  voir.  Le  nombre  total  des 
permutations  eft  donc  4,6:=:14:=4.^.ia» 

Si  on  a  cinq  lettres,  abc  de,  chacune 
des  cinq  pouvant  également  fe  trouver  la 
première ,  &  les  quatre  autres  fouffrir  vingt- 
quatre  permutations ,  il  s'enfuit  que  le  nom- 
bre total  des  permutations  fera  5.24^=120 
^5.4.3.2.1. 

356. 

Quelque  grand  par  conféquent  que  foit 
le  nombre  des  lettres  ,  on  voit  aflez  que , 
pourvu  qu'elles  foient  toutes  différentes , 
il  efl  facile  de  déterminer  le  nombre  de 
toutes  les  permutations ,  &  qu'on  pourra 
faire  ufage  de  la  table  fuivante  : 
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Nombre  des  Lettres:  Nombre  des  Permutations: 

II. 2.1     =    2. 

m. 3.2.1    :=   6, 

IV. 4.3.2.1  =  24. 

V. 5.4.3.2.1     ^=     120. 

VI. ^6.5.4.3.2.1  =^  720. 

VII. 7.6.5.4.3.2.1  :==z  5040. 

VIIÎ.    —    8.7.6.5.4.3.2.1  =:  40320. 

IX.        9.8.7.6.5.4.3.2.1  r::=  362880. 

X.  10.9. 8.7. 6.5. 4.3. 2.1  :=:=  3628800. 

3  57- 

Mais  comme  nous  l'avons  infinué ,  les 
nombres  de  cette  table  ne  peuvent  s'em- 
ployer que  dans  les  cas  où  toutes  les  lettres 
font  différentes  5  car  fl  deux  ou  plu(ieurs 
d'entre  elles  font  femblables ,  le  nombre 
des  permutations  devient  beaucoup  moin- 
dre ;  &  ß  toutes  les  lettres  font  les  mêmes, 
on  n'a  qu'une  feule  difpofition.  Nous  allons 
donc  voir  comment  les  nombres  de  la  table 
doivent  être  diminués  fuivant  le  nombre 
des  lettres  femblables. 
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O 


7  5tj. 


Quand  deux  lettres  font  données,  &  que 
ces  lettres  font  les  mêmes  ,  les  deux  difpoiî- 
tions  fe  réduifent  à  une  feule  ,  &  par  conie- 
quent  le  nombre  que  nous  avions  trouvé  ci- 
defTus  fe  réduit  à  la  moitié  ,  c'eft-à-dire  qu'il 
faut  le  divifer  par  2.  Si  on  a  trois  lettres  fem- 
blables ,  on  voit  fix  permutations  fe  réduire 
à  une  feule  ;  d'où  il  fuit  que  les  nombres  de 
la  table  doivent  être  divifés  par  6=3.2.1. 
Et  par  une  raifon  femblable ,  fi  quatre  let- 
tres font  les  mêmes ,  il  faudra  divifer  les 
nombres  trouvés  par  24  ou  par  4.3.2.1  &c. 

Il  eil  donc  facile  maintenant  de  déter- 
miner ,  par  exemple ,  de  combien  de  per- 
mutations les  lettres  aao.hbc  font  fufcep- 
îibles.  Elles  font  au  nombre  de  fix ,  &  par 
conféquent  fi  elles  étoient  toutes  duiéren- 
tes  ,  elies  admettroient  6. 5.4.3.2.1  permu- 
tations. Mais  puifque  a  fe  trouve  trois  fois 
dans  ces  lettres ,  il  faudra  divifer  ce  nom- 
bre de  permutations  par  3.2.1  j  &:  puifque 
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J?  fe  rencontre  deux  fois ,  il  faudra  encore 
divifer  par  2.1  ;  le  nombre  des  permuta- 
tions cherché  fera  donc  :::^^_±±±±i  —-^  .  , 

3.2.1.2.1        }  ~  j 

:=6o. 

3  59- 

Il  nous  fera  donc  facile  à  préfent  de  dé- 
■terminer  les  coefficiens  de  tous  les  termes 
d'une  puifTance  quelconque.  Nous  en  don- 
jierons  un  exemple  fur  la  feptieme  puifTance 

Le  premier  terme  eil  a%  qui  ne  fe  ren- 
contre qu'une  fois  j  &  comme  tous  les  autres 
.termes  ont  chacun  fept  lettres ,  il  s'enfuit 
que  le  nombre  de  toutes  les  permutations 
pour  chaque  terme  feroit  7.6.5.4.3.2.1  ,  fî 
toutes  les  lettres  étoient  diflemblables.  Mais 
puifque  dans  le  fécond  terme  a^b  on  trouve 
iîx  lettres  femblables ,  il  faudra  divifer  ce 
produit-là  par  6.5.4.3.2.1,  d'où  il  fuit  que  le 
coefficient  eft=?g^^  =  '-. 

Dans  le  troideme  terme  a'^bb^  on  trouve 
cinq  fois  la  même  lettre  a ,  &  deux  fois  la 
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même  lettre  b  ;  il  faut  donc  divifer  ce  nomt-' 
bre  d'abord  par  5.4.3.2.1  ,  &  enfuite  en- 
core par  2.1  j  d'où  réfulte  le  coefficient 


7.6.5.4. 3.2.1 7^ 

5.4  3.2.1.1.2  "~~~  1.2 


Le  quatrième  terme  a''b^  contient  quatre 
fois  la  lettre  a  ,  &  trois  fois  la  lettre  h  y  par 
conféqueni  le  nombre  total  des  permuta- 
tions de  fept  lettres  ,  doit  être  divifé  en 
premier  lieu  par  4.3.2.1  ,  &  en  fécond  lieu 
par  3.2.1,  ou  par  1.2.3,  &  le  fécond  coef- 

7-6.5-4-3-2-I 7-6.5 


4.3.2.1.1.2.3  1.2.3 


ficient  devient  := 

On  trouvera  de  la  même  manière  '^-^'^ 

1.2.3.4 

pour  le  coefficient  du  cinquième  terme  ,  & 
ainfi  des  autres  ;  au  moyen  de  quoi  la  regle 
donnée  plus  haut  fe  trouve  démontrée  (*). 

(*)  Souvent  aulTi  on  tire  de  la  théorie  des  Combinais 
fons  les  règles  qu'on  vient  de  voir  pour  la  détermination 
des  coefficiens  des  termes  de  la  puiflance  d'un  binôme  ; 
c'eft  peut-être  avec  quelque  avantage  ,  parce  que  tout  fe 
rapporte  alors  à  une  feule  formule. 

Pour  indiquer  d'abord  en  pafl'ant  la  différence  qui  efl 
entre  les  permutations  &  les  combinaifons ,  remarquons 
que  dans  celles-là  on  demande  de  combien  de  manières 
différentes  ,  par  exemple ,  les  lettres  qui  compofent  une 

360, 
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360. 

Ces  confidérations  nous  conduifent  en* 
core  plus  loin,  &  nous  montrent  aufli  com« 
ment  on  doit  trouver  toutes  les  puiiTances 


certaine  formule  peuvent  changer  de  place ,  au  lieu  que 
dans  les  combinaifons  on  demande  combien  de  fois  ces 
lettres  peuvent  être  prifes  ou  multipliées  enfemble  unât 
à  une  ,  deux  à  deux  ,  trois  à  trois. 

Qu'on  ait,  par  exemple  ,  la  formule  abc  ,  on  a  vu  que 
îes  lettres  qui  la  compofent  fouftreni  fix  permutations  < 
favoir  abc ,  acb ,  bac ,  bca ,  cab ,  cbd.  Mais  s'il  s'agit  des 
combinaifons  ,  je  dis  que  fi  ori  prend  ces  trois  lettres 
VlWQ.  à  une  ,  on  a  trois  combinaifons ,  favoir  û  ,  b  Si.  c.  Que 
Ü  on  les  prend  deux  à  deux  ,  on  a  les  trois  combinaifonsi 
âb,  ac  &  bc.  Enfin,  que  ü  on  prend  ces  trois  lettres 
trois  à  trois,  on  a  la  feulé  combinaifon  abc. 

Or  de  même  qu'on  prouve  que  5  chofes  différentes 

admettent  1.2.3.4  —  5  permutations  différentes ,  &  que  fi 

de  ces  5  chofes  il  y  en  a  r  égales  ,  le  nombre  des  per- 

tnutations  eft  '■r^-^'ü;  j  ^^  prouve  auiîi  que  «5  chofes  peu-*, 

■V'entfe  prendre  r  a.  r ,  le  nombre  ^1'—  ^~^"'-~''±'  de  fois; 
'^  _    _  1.2.3  ""  '■ 

ou  que  de  ces  5  chofes  on  peut  en  prendre  r  d'autantf 
de  manières  différentes.  Cela  fait  que  û  on  nomme  ^ 
î'expofant  de  la  puiffance  à  laquelle  on  veut  élever  k? 

Tome  h  T 
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des  racines  qui  font  compofées  de  plus  de 
deux  termes  (*).  Nous  en  ferons  l'appli- 
cation à  la  troifieme  puiflance  de  <2-|-^-j-c, 
dont  les  termes  doivent  être   formés  de 

binôme  a-\-b ,  &  r  l'expofant  de  la  lettre  b  dans  un  terme 
quelconque ,  c'eft  toujours  cette  formule  '>-'^—'-'-'^---s—-+\ 
qui  exprime  le  coefHcient  de  ce  terme.  Ainli  dans  l'exem- 
ple de  cet  ai-ticle  359  oa  5=^7,  on  a  pour  le  troifieme 
terme  aHh,  l'expoiant  r::=2,  &  par  conféquent  le  coef- 
ficient =:i^. 
1.2 

Pour  le  quatrième  terme  on  a  ^^=3  &  le  coefficient 

z=:~-^.  &  ainfi  de  fuite.  Ce  font,  comme  on  voit,  les 

1.2.3  '  '  ' 

mêmes  rélultats  que  par  les  permutations. 

On  a  des  traités  complets  &  étendus  fur  la  théorie  des 
combinaifons ,  qu'on  doit  à  Mefîleurs  Fremde ,  de  Mon- 
mort,  Jacques  Bernoulll ,  &c.  Ces  deux  derniers  ont  ap- 
profondi cette  théorie,  relativem?nt  à  fon  grand  ufage , 
dans  le  calcul  des  probabilités  ,  calcul  qui  mériteroit  bien 
qu'on  en  eût  un  traité  él  hnentaire  en  françois  ,  non- 
feulement  à  caufe  des  nombreufes  applications  qu'on  en 
fait  aujourd'hui ,  mais  aufil  parce  qu'il  exerce  l'efprit  plus 
que  tout  autre ,  &  de  la  manière  la  plus  agréable. 

(*)  On  nomme  ces  racines  ou  ces  quantités  compo- 
fées de  plus  de  deux  termes  ,  des  polynômes ,  pour  les 
diftin^uer  des  binômes  ou  des  quantités  complexes  à  deux 
termes. 
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toutes  les  combinaifons  poffibles  de  trois 
lettres ,  &  où  chaque  terme  doit  avoir  pour 
coefficient,  comme  ci-defTus,  le  nombre 
de  fes  permutations. 

La  troifieme  puiflance  de  (a-^b-^cy 
fera ,  fans  palTer  par  la  multiplication ,  a^ 

•-|-3  bbc-^-T,  hcc-\-c  ^ , 

Suppofons  a=:zi  ,  b:=zi  ,  c=:l  ,  le  cube 
de  i-j-i-|-i  ,  ou  de  3  ,  fera 

ï~{~3'4~3H~'3~f'^~h3~l~^'~l~3~t"3~h^  =27« 
Ce  réfultat  eu  jufle  &  confirme  la  regle. 

Si  Ton  avoit  fuppofé  0=1,  b==^i  Se 

cr=— I  ,  on  auroit  trouvé  pour  le  cube 

de  i-]-i — 'I  ,  c'ell-à-dire  de  i 

1+3— 3+3— <^+3+i— 3+3— I  =ï- 


4» 


4» 
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i  I    t^maamm  — »■— i— W— ■■— É, 

,       CHAPITRE    XII. 

Du  Développement  des  Puijfances  irratlon.' 
nelles  par  des  fuites  infinies, 

361. 

\^>OMME  nous  avons  fait  voir  de  quelle 
manière  on  doit  trouver  une  puiffance  quel- 
conque de  la  racine  a-^-b ,  quelque  grand 
que  foit  rexpofant ,  nous  fommes  en  état 
d'exprimer  généralement  la  puiffance  de 
a-\-b ,  dont  l'expofant  feroit  indéterminé. 
Il  eft  évident  que  (i  on  indique  cet  expofant 
par  n ,  on  aura  par  la  regle  donnée  plus 
haut  (art.  348  &  fuiv.  )  : 

&C. 

362. 

Que  fi  on  deraandoit  la  même  puiffance 
de  la  racine  a — b,  on  ne  feroit  que  changer 
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les  fîgnes  du  fécond  ,  quatrième  ,  fixieme , 
&c.  terme  ,   &  on  auroit  {a  —  by::=:za 

n     n—ï  r     I     n     n—l     n—z  iz  n     n-l     n—z     n—i  j% 

—  -a      h^-,—a      b   — -.  — .-|-a    'b 

+  n     n—i     n—i     «—3      n—A   74  o 

-.  — .  — .^a    ^b  —,  &C, 

363. 

Ces  formules  font  d'une  utilité  infigne; 
car  elles  fervent  auffi  à  exprimer  toutes 
les  efpeces  de  radicaux.  Nous  avons  fait 
voir  que  toutes  les  quantités  irrationnelles 
peuvent  fe  mettre  fous  la  forme  de  puif- 
fances  dont  les  expofans  font  rompus  ,  & 

que  \/ az:::::a'  ;   \/a:=::a^  ,  &  ya^^a"^  , 
&c.  on  aura  donc  auiîî 

^(a-]-b)=.(a-{-bf;y/{a+b)^(a+by^' 
&  ^(ia-\-b)  =  (a-^b)\  &c. 

C'eft  pourquoi ,  ü  l'on  veut  trouver  h. 
racine  quarrée  de  a-\-b  ,  on  n'a  befoin  que 
de  fubftituer  à  Fexpofant  n  la  fradion-^ 
dans  la  formule  générale  de  l'art.  361  ,  & 
on  aura  d'abord  pour  les  coefficiens , 

T  iij 
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n  I   ^     n—\ r  ^     n— 2, j   ^     n— j y 

>  1'    T~  4'    ~  6'    ~  8^ 

«-4  7        n-5  9       r?    r  •,..        "  -i 

—  =  — -;  -^:i=—  -.  llnluitea  z=za- 
=1/0  ex  a  •^=r~:  ;  û;  =ir-— ;  a  ^z=zz—-r 
&c,  ou  bien  on  pourra  exprimer  ces  puif- 
fances  de  a  de  cette  autre  manière  ;  az^^y/a  ; 

n  ,  n 

n-\  V*^^        n-ï  Û      , ^^  .        "-3    ^ 

■  a   '  2   '  2     '  '  ~i 

a  a  a 

a'  a  a 

364. 

Cela  pofé,  la  racine  quarrée  àe  a^b 
pourra  s'exprimer  de  la  manière  qui  fuit: 

T  12        a  24  aai2.46  3 


a 


I      I      3      V    74  |/^        « 

a 


365. 

Si  donc  a  eft  un  nombre  quarre  ,  on 
pourra  afîigner  la  valeur  de  \a ,  &  par 
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conféquent  la  racine  quarrée  de  a-^b  pourra 
être  exprimée  par  une  fuite  infinie  fans  au- 
cun Çigne  radical. 

Soit  ,   par  exemple  ,  a^^cc ,  on  aura 

\/a=^c  i  donc  \/ {cc-\-U)  =z:c:  +  ^ .  ~ ^^ 

1     16*   ^î  12S       ^7  ' 

*On  voit  par  là  qu'il  n'eil  aucun  nom- 
bre dont  on  ne  puiiTe  extraire  la  racine 
quarrée  de  la  même  manière  j  puifque  tout 
nombre  peut  fe  décompofer  en  deux  par- 
ties ,  dont  Tune  foit  un  quarre  repréfemé 
par  ce.  Si  on  cherche,  par  exemple  ,  la 
racine  quarrée  de  6,  on  fera  (5=4'^2, 
par  conféquent  cc=z4,c:=:z2,i^r=r2  5  d'où 
réfulte  v/6:=2+i— ;^  +  i-  — -^-  &c. 

»  Il  i6      I     64  1024 

Si  on  vouloit  ne  prendre  que  les  deux 
premiers  termes  de  cette  fuire ,  on  aiiroit 
2-:=^  ,  dont  le  quarre  —  eft  de  -  plus 
grand  que  6  ;  mais  û  on  confidere  trois 
termes  on  a  2  ^  :=  yI"  5  ^^^^^  ^^  quarre  ^^' 
efl  encore  de  ^  trop  petit. 

T  iv 


t^6  Clemens 

366. 

Puifque  dans  cet  exemple  j  approche 
beaucoup  déjà  de  la  valeur  vraie  de  y  6 y 
ncyjs  prendrons  pour  6  la  quantité  équiva- 
lente i^  —  i .  Ainfi  ce  =::  ^  i  c  =  I  j  ^;=^— ^  î 
44  4'         i'  4" 

Se  calculant  feulement  les  deux  premiers 

I 

termes  5  nous  trouvons  yé  =  ^-}-^.-i^ 

2 
I 

^r  — r-t^l  — ^=^^i  le  quarre  de 

cette  fradlion  étant  ^* ,  ne  furpaffe  que  de 
—  le  quarre  de  v/ô, 

Faifant  maintenant  6=:'^^ — —  ,   de 

400       400  ' 

forte  que  c:=:zz^  &  /^:=- — '—-,  &  ne  pre- 
îiant  encore  que  les  deux  premiers  termes, 


I 


on  a  v/<^==^  +  - .  — ^=^— -.^r=i? 
y  20    I    2  *       49        20       2    49        20 


20  20 


^  4-  =^'4-^ ,  dont  le  quarre  eft  ^  ^^\ 
1960      1960^  1  3841600 

Or  6  réduit  au  même  dénominateur  eft 

i==i^|^.  i'çrreur  n'eft  donc  plus  que  de 
I 
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367. 

On  pourra  de  la  même  manière  expri- 
mer la  racine  cubique  de  a-^b  par  une 

férié  infinie.  Carpuifque  y  {a-^h)=:{a-^by  9 
on  aura  dans  la  formule  générale  n^==^  y 
&  pour  les  coefficiens,  -^=  -:  — =:= — -. 

r  '    I  3  '      2  3  > 

3  9  '     4  3  '     5  15 

quant  aux  puifTances  de  a ,  on  auraa^^y  ^y 

L      ^"-ï V^        n-2         \/a        «-3         V(2   Q,^ 


aa 

3j  3> 


donc  V(a+Q=::/ö+^-.^-^  — ^.^^ -^ 

i    '^i,.è'^-^,b^V^.  Sec. 
Cl  a 

368. 

Si  donc  a  efl  un  cube  ,  ou  a=:c^ ,  on 

aya=:c,  &  les  fignes  radicaux  s'éva- 
nouiront 5  car  on  aura 
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Voilà  donc  une  formule ,  au  moyen  de 
laquelle  on  pourra  trouver  par  approxima-' 
non ,  comme  on  dit,  la  racine  cubique  d'un 
nombre  quelconque  ;  puifque  tout  nombre 
peut  fe  partager  en  deux  parties ,  comme 
c'  -^-b ,  dont  la  première  foit  un  cube. 

On  voudroit ,  par  exemple ,  déterminer 

la  racine  cubique  de  2  j  on  repréfentera 

2  par  i-[-i ,  de  façon  que  c=  1  &  b=:  i , 

par  conféquent  yiz=i-^-  —  ^4~§'i>  ^^' 
les  deux  premiers  termes  de  cette  fuite  font 
ii  =  -_,  dont  le  cube  ^  eft    trop    grand 

de—.  Qu'on  fafle  donc  2  =  —  —  —  ,  on 

aura  c=-Si  lf=: — ^,  &  par  conféquent 

—10 

^2:=--j--.-7|.   Ces  deux  termes  font 


9 


1— JL  — 21,  dont  le  cube  eft  ^^'\.  Or  2 

3  72         7i  '  373^8 

^■P^^4,  ainfii'erreur  eft  -^.  Et  voilà 

373248  >  *  373248 
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comment  on  pourra  approcher  toujours  da- 
vantage ,  &  d'autant  plus  vite  qu'on  pren- 
dra un  plus  grand  nombre  de  termes  (*). 

(*)  M.  Halley  a  donné  dans  les  TranfaElions  philofo- 
phiques  de  1694  une  méthode  très-belle  &  très-générale 
pour  extraire  par  approximation  les  racines  d'un  degré 
quelconque.  Monfieur  Halley  prouve  qu'on  a  générale- 

Ceux  qui  ne  feront  pas  à  portée  de  confulter  les  Tran- 
faBions  philofophiques  ,  trouveront  des  éclairciffemens  fur 
ïa  formation  &  fur  les  ufages  de  cette  formule ,  dans  la 
nouvelle  édition  des  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques 
de  M, l'Abbé  de  la  Caille,  publiées  par  M.  l'Abbé  Marie. 


^t 


■4f 


•*^ 


^^ 
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l  — — ? 

CHAPITRE    XIIL 

Du  Développement  des  P uijfances  négatives, 

370. 

1^  o  u  S  avons  fait  voir  plus  haut  qu'on 
peut  exprimer  ^  par  a-^  -,  on  peut  donc  de 
même  exprimer  ~  par  (a-[-^)~'  5  de  forte 
que  la  fraélion  -^^  peut  être  regardée  com- 
me une  puiflance  de  a-\-b  ,  c'ell- à-dire  celle 
dont  Texpofant  eft  —  i  ;  &  il  s'enfuit  de- là 
que  la  férié  trouvée  ci-defTus  pour  la  va« 
leur  de  {fi-\-by  s'étend  aufli  à  ce  cas. 

371. 

Puis  donc  que  ~  fignifie  autant  que 
(a-^by^ ,  fuppofons  dans  la  formule  citée 
/2= —  I  j  nous  aurons  d'abord  pour  les 
coefficiens  :  -  ^=: — i  ;  "-^  = — i  ;  —  = — I; 

^^= — i,  &c.  &  enfuite  pour  les  puif- 
fances  de  ai 
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I        I 


n ^    -I £^       n-l -2 .  /r""* 

Û    . d        ——  a  5     ^  — —  ti        — —       2  3  ^  ~~~      3    5 

a  a    ^ 

^'-3  =  ^,  &c.  ainfi  (a+^)-':^^j^i 

la  même  fuite  que  nous  avons  déjà  trouvée 
plus  haut  par  la  divifîon. 

372. 

De  plus  -, — yr  2  étant  autant  que  {a-^hy  , 

réduifons  aufli  cette  formule  en  une  fuite 

infinie.   Il  faudra  pour  cet  effet  fuppofer 

n= — 2  ,  &  nous  aurons  pour  les  coef- 

ficiens  d'abord^  =—  ^  j  ^  =—  i;  ^ 
I  I  '    2  2  '    3 

= — -  j  ^=: — - ,  &c.  Et  pour  les  puif- 

fances  de  a:  a"  =  -^  :   a""'  =  -y  ;  a~'^ 

a  a 

=  -T  :   a'^  =  -T  >  &c.    Nous  obtenons 
a  a 

donc   (a  +  /^)~''=7 — i-y-^nii-:; -.-— . 

—  X  . 
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Or*  t'    -  1 'i  .    1  1   ± <  A.   1    1     i      5 

=  5  ,   &c.   Par   conféquent  nous  avons 

b^  Z6 

373- 

Continuons  &  fuppofons  ;z=: — 3  ,  nous 
aurons  une  fuite  qui  exprimera  la  valeur 

de-;-  .  ,^3  ou  de  (a-4--^)-5.  Les  coefficiens 
{a~Yb) 

feront:  ^rrr  —  i:    î^3=.  — 1;    ^z=  — Ij 

^-  = ,  &c.  &  les  puiffances  de  a  de- 

^         n  ï  n—\  *  n— 2 * 

Viennent  :  a  =  -^  ;  ^     =  -^i-  :  a     .:=r-7 
a  a  a' 

&c.  ce  qui  nous  donne  :  7 — .    ,.3  =  — 1^ 

&C.  ==:— —  3— +  6— -— 10— +  15-^ 
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Faifons  encore  nz=. — 4,  nous  aurons 
pour  les  coefficiens  17=  —  r  >  T^  ^^^ — { 9 
^:::^_^.  2zJ_„l&c.  &  pour  les  puif- 

r         ^  n  '  n-l  I  n-2 ' 

lances:  a=— jja      ;=— ^ja      :=— ^j 
a  a  a 

a""'  =—7  ;  0"""*^=  — g- ,  &c.  d'où  l'on  tire  : 

a  a 


4-li^2^&c   — — —  A  — 4-10- 


3*4'  û"  <2  a' 

^0^  +  35-8  —  50-,+,  &c. 


374 

Les  difFérens  cas  que  nous  venons  de 
confidérer  nous  mettent  en  état  maintenant 
de  conclure  avec  certitude  qu'on  aura  gé- 
néralement pour  une  telle  puilTance  néga- 
tive quelconque  de  a-\-b', 

1  *  m        ^         \     m     m+x       ^  m 

(a-j-^)         a  a  a 

n 
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Et  on  peut,  moyennant  cette  formule^ 
transformer  toutes  ces  efpeces  de  fraftions 
en  fuites  infinies  ,  en  fabftituant  même  à 
m  des  fraftions ,  afin  d'exprimer  des  for- 
mules irrationnelles. 

375- 

Pour  éclaircir  encore  davantage  cette 
matière ,  nous  joindrons  ici  les  confidéra- 
tions  qui  fuivent. 

Nous  avons  trouvé  : 

^^~r^3      r^TTî      76~r>^ 


a-\^b       "        a      '   a'        a      '    a'        a 
&C. 

Si  nous  multiplions  donc  cette  fuite  par 
a-^b ,  il  faut  que  le  produit  foit  =  1  :  & 
cela  fe  trouve  vrai ,  comme  on  va  le  voir, 
en  effeéluant  la  multiplicarion  : 

a-^b 


h     X   b""        b'    .   b*       b''     .     ^ 

-h 
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37Ö. 

Nous  avons  trouvé  auUî 


(a+A)^ 


r 


a  a  a        '     a  a 


on  multiplie  donc  cette  fuite  par  (^^-j-^)', 
il  faut  que  le  produit  foit  pareillement  =^i. 
Or  {ci-\-by  :=zaa~^iab-\-bb  ^  voici  donc 
le  plan  de  l'opération: 


&c. 


ßa-|-2a^-|-^^ 


T 

ib       nbb 

a       \      aa 

4P 

a' 

•  "-j- 

5^^ 

a' 

6^' 

■      R:r 

a' 

+ 

6bl 
a' 



86' 

4 

a 

1     aa 

a' 

+ 

3^^ 

4P 
a' 

+  &C, 

I  produit  que  la  nature  de  la  chofe  exigeoiï, 
Tome  h 
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311- 

Que  fî  Ton  ne  multiplioit  que  par  a-{-é 

la  lerie  trouvée  pour  la  valeur  de  - — r—m  * 

il  faudroit  que  le  produit  répondît  à  la  frac- 
tion ^,  ou  fût  égal  à  la  férié  trouvée  ci- 

deirJ.i_^+'-^-J+i;&c.& 

a  a  a  a 

c'eil  ce  que  la  multiplication  effeftive  con- 
firmera. 


2b 


aa 


+i^_i4:+ii:&c. 


a  a  a 


+  "         a'   +  a'  a'    ^''' 

'        "    '    a'        a      '  a' 
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^w^  >sfe^  ^  v^ ^^Is vëf.^  V^^  ^-^ 

SECTION   TROISIEME. 

Des  Rapports  &  des  Proportions. 

'."^ ^" -  '" """■ ■  ■i.^li^mi.^UUlj, 


CHAPITRE     PREMIER. 

Du  Rapport  arithmétique ,  0«  de  la  différence 
entre  deux  Nombres^  * 


D 


378. 


Eux  grandeurs  font  ou  égales  Tuné 
à  l'autre ,  ou  elles  ne  le  font  pas.  Dans  ce 
dernier  cas  où  l'une  eft  plus  grande  que 
l'autre  ,  on  peut  envifager  leur  inégalité 
fous  deux  points  de  vue  différens  ;  on  peut 
demander  de  combien  une  des  quantités  eft 
plus  grande  que  l'autre  ?  On  peut  aufîi  de- 
mander combien  de  fois  Tune  efi:  plus  grande 
que  l'autre?  Les  déterminations  qui  for- 
ment les  réponfes  à  ces  deux  queftions ,  fè 

V  ij 
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nomment  toutes  deux  des  rapports  ou  des 
raifons  j  on  a  coutume  de  nommer  la  pre- 
mière rapport  arithmétique ,  &  la  féconde 
rapport  géométrique  ,  fans  cependant  que 
ces  dénominations  ayent  aucune  liaifon 
avec  la  chofe  même  ;  c'eft  arbitrairement 
qu'elles  ont  été  adoptées. 

379- 

On  s'imagine  bien  fans  doute  qu'il  faut 
que  les  grandeurs  dont  nous  parlons  foient 
d'une  même  elpece ,  puifque  fans  cela  on 
ne  pourroit  rien  déterminer  au  fujet  de  leur 
égalité  ou  de  leur  inégalité.  Il  feroit  ab- 
furde,  par  exemple,  de  demander  (i  deux 
livres  &  trois  aunes  font  des  quantités  éga- 
les ?  C'eft  pourquoi  dans  ce  qui  va  fuivre 
il  ne  peut  être  queftion  que  de  quantités 
d'une  même  efpece  ;  &  comme  elles  peu- 
vent toujours  être  afTignées  en  nombres, 
ce  n'eft  auffi ,  comme  nous  en  avons  averti 
dès  le  commencement ,  que  des  nombres 
dont  nous  traiterons. 


X>*  A   L    G    E   s   R   E,  305> 

380. 

Quand  on  demande  donc  de  deux  nom- 
bres donnés,  de  combien  l'un  eft  plus  grand 
que  l'autre  ,  la  réponfe  à  certe  quelHon 
détermine  le  rapport  arithmétique  de  ces 
deux  nombres.  Or  puifque  cette  détermi- 
nation fe  fait  en  indiquant  la  différence  des 
deux  nombres  ,  il  s'enfuit  qu'un  rapport 
arithmétique  n'efi:  autre  chofe  que  la  dif- 
férence entre  deux  nombres.  Et  comme 
ce  mot  de  différence  nous  paroît  une  ex- 
preflion  plus  propre ,  nous  réferverons  celles 
de  rapport  ou  raifon  ,  pour  exprimer  les. 
rapports  géométriques. 

381. 

pr  La  différence  entre  deux  nombres  fè 
trouve  ,  comme  on  fait ,  en  fouftrayant  le 
plus  petit  du  plus  grand  ;  rien  de  plus  facile 
par  conféquent  que  de  réfoudre  la  queffion , 
de  combien  l'un  eft  plus  grand  que  l'autre. 
Et  dans  1^  cas  donc  où  les  nombres  font 

Viij 
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égaux ,  la  différence  étant  nulle  ou  zéro  , . 
fî  l'on  demande  de  combien  un  des  nom- 
bres efl:  plus  grand  que  l'autre  ,  on  répon- 
dra ,  de  rien.  Par  exemple ,  6  étant  :=  2.3  , 
)a  différence  entre  6  &  2.3  eil  o. 

382. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ne  font 
pas  égaux ,  comme  5  &  3  ,  &  qu'on  de* 
mande  de  combien  5  eft  plus  grand  que  3  , 
la  réponfe  eft  ^  de  2  j  &  elle  fe  détermine 
en  fourtrayant  3  de  y  De  même  15  eft 
plus  grand  que  5  ,  de  10  }  &  20  furpaffe  8 
de  12. 

383. 

Nous  avons  donc  trois  chofes  à  confi- 
dérer  ici:  1°.  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres j  2^.  le  plus  petit ,  &  3°.  la  différence. 
Et  ces  trois  quantités  ont  entr'elles  une  liai- 
son telle  ,  que  deux  des  trois  étant  données, 
elles  déterminent  toujours  la  troiiîeme. 

Soit  le  plus  grand  nombre  :=;a,  le  plus 
petit  =^b  ^  &  la  différencç  p=^;  pn  îrou- 
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vera  la  difFérence  d  en  foiiflrayant  b  à.e  a^ 
de  façon  que  d-z^a  —  b  y  d'où  l'on  voit 
comment  a$L  b  étant  donnés  on  peut  trou- 
ver d, 

384. 

Mais  {î  c'eil:  la  différence  qui  eft  donnée 
avec  le  plus  petit  des  deux  nombres,  ou b^ 
ce  fera  le  nombre  plus  grand  qu'on  pourra 
déterminer  ,  favoir  en  ajoutant  enfemble  la 
différence  &  le  nombre  plus  petit ,  ce  qui 
donne  <2=^-[-ûf.  Car  (i  on  ôte  de  b-^d 
le  moindre  nombre  b ,  il  reffe  d,  qui  efl 
la  différence  connue.  Soit  le  moindre  nom- 
bre =1^11 ,  la  différence  1=  8  ,  le  nombre 
plus  grand  fera  1=  20. 

385. 

Enfin  fi  outre  la  différence  d  le  plus  grand 
nombre  a  eft  donné ,  on  trouve  l'autre  nom- 
bre b  en  fouftrayant  la  différence  du  plus 
grand  nombre ,  ce  qui  fait  qu'on  a  bz=a—d. 
Car  fi  j'ôte  le  nombre  a — d  an  nombre. 

V  iv 


^li  E   L    é    M   E   N    s 

plus  grand  a ,  il  refte  d ,  qui  efl  la  différence 
donnée. 

386. 

La  liaifon  entre  ces  trois  nombres  a,  ^,  d 
efl  donc  telle  qu'on  en  tire  les  trois  dé- 
terminations fuivantes  :  1°.  d:=^a  —  b  ; 
2°.  a=^b-\-d;  3^.  bz=a  —  d;  &  (i  une 
de  ces  trois  comparaifons  efl:  jufle  ,  il  faut 
nécefTairement  que  les  deux  autres  le  foient 
auffi.  Donc  en  général  fi  :^:=zx-\-y  ^  il 
faut  abfolument  que  j':=^ — -x  Se  x:=^:^ — y. 


Il  eft  à  remarquer  au  fujet  de  ces  raifons 
arithmétiques  ,  que  fi  l'on  ajoute  aux  deux 
nombres  a  &  ^  un  nombre  c  pris  à  volonté, 
ou  qu'on  l'en  fouftraie  ,  la  différence  reffe 
la  même.  C'eff-à-dire  que  fi  d  eff  la  dif- 
férence entre  a  8c  b  ,  ce  nombre  d  fera 
auffi  la  différence  entre  a-\-c  &  b-^c ,  Se 
entre  a — c  &  b — c.  Par  exemple,  la  dif- 
férence entre  les  nombres  2.0  &  ï  2  étant  S , 
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cette  différence  reftera  la  même,  quelque 
nombre  qu'on  ajoute  à  ces  nombres  20 
&  1 2 ,  &  quelque  nombre  qu'on  en  re- 
tranche. 

388. 

La  preuve  en  efh  évidente.  Car  ü  a — ^ 
=zd,  on  a  aufli  ia-\-c) — (/^-]-c)=^y  & 
de  même  (a — c)  —  (^ — c):=^d. 

389- 

Si  on  double  les  deux  nombres  a^b , 
la  différence  deviendra  double  auffi.  Ainfî 
quand  a  —  h^::^d  ^  on  aura  la  —  2/^:=2c/_; 
&  en  général  na  —  nb:=zndy  quelque  nom- 
bre qu'on  prenne  pour  n. 


^^ 
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CHAPITRE     II. 

Des   Proportions   arithmétiques, 

390. 

JLoRSQUE  deux  rapports  arithmétiques 
font  égaux  ,  cette  égalité  fe  nomme  une 
-proportion  arithmétique, 

Ainfî  quand  a — ^=^^  &  p — q^=d ,  de 
forte  que  la  différence  eil  la  même  entre 
les  nombres  p  6c  q  ^  qu'entre  les  nombres 
ß  &  /^ ,  on  dit  que  ces  quatre  nombres  for- 
ment une  proportion  arithmétique  ;  on 
l'écrit  a — ùzz=p — q  ,  &  on  indique  claire- 
ment  par  là  que  la  différence  entre  a  &  â 
eft  égale  à  la  différence  entre  p^q» 

391. 

Une  proporHon  arithmétique  confîffe 
donc  dans  quatre  termes  ,  qui  doivent  être 
tels ,  que  li  on  fouffrait  le  fécond  du  pre- 
mier,  le  refle  fe  trouve  le  même  qu'ea 
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fouftrayant  le  quatrième  du  troifieme.  Ainfî 
ces  quatre  nombres  12,  7,9,  4  forment 
une  proportion  arithmétique  ,  parce  que 
12—7  —  9  —  4  (*). 

392. 

Quand  on  a  une  proportion  arithméti- 
que comme  a — h^:^p  —  ^,  on  peut  faire 
changer  de  place  au  fécond  &  au  troi- 
fîeme  terme  ,  en  écrivant  a — p=^b  —  q  ; 
cette  égalité  ne  fera  pas  moins  vraie.  Car 
puifque  a — b^z:zp — q^  qu'on  ajoute  d'abord 
b  des  deux  côtés ,  on  aura  ar:^::/^-]-/? — -q. 
Qu'on  fouflraie  enfuite  p  des  deux  côtés , 
on  aura  a — p::=^b  —  q, 

Ainfi ,  comme  1 2 — 7^=^=9 — 4  ,  on  a  aufîi 
ï  2—9:^7—4. 

393- 

On  peut  aufîi  dans  toute  proportion  arith- 
métique ,  mettre  le  fécond  terme  à  la  place 

(*)  Pour  défigner  que  ces  nombres  font  une  telle  pro- 
portion, quelcjues-uns  les  écrivent  ainfi:  12,7:9.4. 
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du  premier ,  fi  on  fait  en  même  temps  une 
tranfpoßtion  pareille  du  troifieme  &  du 
quatrième.  C'eil  à-dire  que  {i  a — b^z:^p — q^ 
on  aura  aulîi  b — (7=^ — p.  Car  b  —  a  eil 
la  négative  de  a — b  ,  &  de  même  q  — p 
eft  la  négative  de  p  —  q,  Ainfi ,  puifque 
12 — 'j^=-<) — 4,  on  a  pareillement  7 — 12 
=4—9. 

394- 

Mais  la  propriété  principale  d'une  pro- 
portion arithmétique  quelconque  eft  celle- 
ci  :  que  la  fomme  du  fécond  &  du  troifieme 
terme  eft  égale  conftamment  à  la  fomme 
du  premier  &  du  quatrième  terme.  Cette 
propriété  ,  à  laquelle  il  faut  bien  faire  at- 
tention ,  s'exprime  auffi  de  cette  façon  :  la 
fomme  des  moyens  eft  égiile  à  la  fomme 
des  extrêmes.  Ainfi ,  comme  1 2 — 7^==9 — 4, 
on  a  7~|-9^=i2-|-4  ;  &  en  effet  la  fomme 
eft  16  de  part  &  d'autre* 
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395. 

Soit ,  pour  démontrer  cette  propriété 
principale  ,  a — bzzizp — q  j  (i  on  ajoute  de 
part  &  d'autre  b-^q ,  on  a  a-\-q=zB-^p  j 
c'efl-à-dire  que  la  fomme  du  premier  & 
du  quatrième  terme  efl:  égale  à  la  fomme 
du  fécond  &  du  troifîeme.  Et  réciproque- 
ment ,  fi  quatre  nombres ,  a  y  B  ,p ,  q ,  font 
tels  que  la  fomme  du  fécond  &  du  troi- 
fieme  efi:  égale  à  la  fomme  du  premier  Se 
du  quatrième,  c'eft-à-dire  que  h-\-pz=a-\-q^ 
on  en  conclut ,  fans  pouvoir  fe  tromper, 
que  ces  nombres  font  en  proportion  arith- 
métique ,  &  que  a — b:::^p — q.  En  effet , 
puifque  a-\-'q^z=b-^p ,  fi  on  foufirait  de  l'un 
&  de  l'autre  côté  b-\-q ,  on  obtient  a — b 

Ainfi  les  nombres  18,  13,  15,  10  étant 
tels  que  la  fomme  des  moyens  1 3  -}~  1 5 
r=28  eil  égale  à  la  fomme  des  extrêmes 
i8-|- 101^:28  ,  on  efi:  certain  qu'ils  forment 
aûffi  une  proportion  arithmétique  ,  &  par 
conféquent  que  18 — 13^=15 — 10. 
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396. 

Il  eft  facile  au  moyen  de  la  propriété 
dont  nous  parlons  ,  de  réfoudre  la  queftion 
qui  fuit  :  les  trois  premiers  termes  d'une 
proportion  arithmétique  étant  donnés  , 
trouver  le  quatrième  ?  Soient  a  ^  b  ,  p  ces 
trois  premiers  termes  ,  &  exprimons  par  q 
le  quatrième  qu'il  s'agit  de  déterminer,  nous 
aurons  a-^q=:^b-^p -,  fouflrayant  enfuite  a 
de  part  &  d'autre ,  nous  obtenons  q^:=:b-^p 
—  a,  Ain(i  le  qi'atrieme  terme  fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  le  fécond  &  le  troilïeme, 
&  en  fouftrayant  de  cette  fomme  le  fécond. 
Suppofez ,  par  exemple  ,  que  19,  28,  13 
foient  les  trois  premiers  termes  donnés  ,  la 
fomme  du  fécond  &  du  troiiieme  eil  ^ir:  4 1  y 
ôtez-en  le  premier  qui  eit  19  ,  il  refte  22 
pour  le  quatrième  terme  cherché  ,  &  la 
proportion  arithmétique  fera  indiquée  par 
19 — 28=13 — ^^>  ou  par  28  —  i()z=iz 
— 13  ,  ou  par  28 — 22=19 — ^3» 
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397- 

Lorfque  dans  une  proportion  arithmé- 
tique le  fécond  terme  eil  égal  au  troifîeme , 
on  n'a  que  trois  nombres  ,  mais  dont  la 
propriété  eft  telle ,  que  le  premier  moins 
le  fécond  fait  autant  que  le  fécond  moins 
le  troilîeme ,  ou  bien  que  la  différence  entre 
le  premier  &  le  fécond  nombre  eft  égale 
à  la  différence  entre  le  fécond  &  le  troi- 
fîeme. Les  trois  nombres  19  ,  15,  11  font 
de  cette  efpece ,  puifque  19 — 1 5^=1 5 — 11. 

398. 

On  dit  de  trois  nombres  tels  que  ceux-là, 
qu'ils  forment  une  proportion  arithmétique 
continue  ,  &  on  le  défigne  quelquefois  par 
le  figne  —  ,  en  écrivant ,  par  exemple  , 
—  19,  15,  II.  On  nomme  auiîi  ces  fortes 
de  proportions  des  progrejjlons  arithméd* 
ques ,  fur-tout  s'il  y  a  un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  fe  fuivent  conformément  à 
la  même  loi. 
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Une  progreiîîon  arithmétique  peut  être 
ou  croijfante  ou  décroijpinte,  La  première 
dénomination  lui  convient  quand  les  termes 
vont  en  augmentant ,  c'efl-à-dire ,  quand 
le  fécond  furpaffe  le  premier ,  &  que  le 
troifîeme  furpaffe  d'autant  le  fécond ,  com- 
me ces  nombres-ci,  4,7,  10.  La  progref- 
{ion  décroiffante  eft  celle  où  les  termes  vont 
toujours  en  diminuant  de  la  même  quan- 
tité ,  tels  font  les  nombres  9 ,  5  ,  1 . 

399- 

Suppofons  que  les  nombres  a^b  ^c  foient 
en  progreffion  arithmétique  ,  il  faut  que 
a — h^zzb — c,  d'où  il  fuit,  à  caufe  de  l'éga- 
lité de  la  fomme  des  extrêmes  &  de  celle 
des  moyens ,  que  ih:=za-\-c  ;  &  fi  on  fouf^ 
irait  a  de  part  &  d'autre ,  on  ^c^ib — a. 

400. 

Ainfî  quand  les  deux  premiers  termes, 
fl ,  i5 ,  d'une  progreffion  arithmétique  font 
donnés ,  on  trouve  le  troifîeme ,  en  ôtant 

le 
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le  premier  du  double  du  fécond.  Soient 
I  &  3  les  deux  premiers  termes  d'une  pro- 
greffion  arithmétique  ,  le  troiiieme  fera 
=^2.3 — 1=5«  Et  ces  trois  nombres  1,3,5 
donnent  la  proportion  i — 3=3 — 5. 

401. 

On  peut ,  en  fuivant  la  même  voie ,  aller 
plus  loin  &  continuer  la  progreflion  arith- 
métique aufîi  loin  qu'on  voudra:  on  n'a 
qu'à  chercher  le  quatrième  terme  moyen- 
nant le  fécond  &  le  troifieme ,  de  la  même 
manière  qu'on  a  déterminé  le  troifieme  au 
moyen  du  premier  &  du  fécond ,  &  ainiî 
de  fuite.  Soit  a  le  premier  terme ,  &  ^  le 
fécond,  le  troilîeme  fera  =:^ib  —  a^  le 
quatrième  z=j^b — za — bzz^-^h — icz,  le  cin- 
quième 6h — 4a — 2^-|-j=4^ — 3  a  ,  le  fi- 
xieme  ■z^.'èb — 6a — T,b~^ia=zi^b — 4a,  le 
feptieme  ==£0^ — %a — j^b-^-'^a^^éb — 5  a» 

^^ 

Tome  Im  X 
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CHAPITRE     III. 
Des  Progrejjions  Arithmétiques» 

402. 


N< 


ous  avons  infinué  qu'on  nomme  pro^ 
grejjion  arithmétique  une  fuite  de  nombres 
compofée  d'autant  de  termes  qu'on  veut, 
lefquels  croifîent  ou  décroifTent  toujours 
d'une  miême  quantité. 

Ainiî  les  nombres  naturels  écrits  par  or- 
dre ,  comme  i,  2,  3,  4,  5,  (^,7,  8, 
9  ,  10,  &c.  forment  une  progreflion  arith- 
métique ,  parce  qu'ils  augmentent  toujours 
de  Tunitéj  &  la  fuite  25  ,  22,  19,  16, 
13,  10,  7,4,  I,  &c.  eft  aufîi  une  telle 
progrefîion ,  puifque  ces  nombres  dimi- 
nuent conflamment  de  3. 

403. 

Le  nombre  ou  la  quantité  dont  les  termes 
d'une  progrefîion  arithmétique  deviennent 
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plus  grands  ou  plus  petits ,  fe  nomme  la 
différence.  Ainii  quand  le  premier  terme  efl 
donné  avec  la  différence ,  on  peut  conti« 
nuer  la  progreffion  arithmétique  auffi  loin 
qu'on  voudra.  Soit ,  par  exemple ,  le  pre- 
mier terme  =r  2  ,  &  la  différence  =  3  ," 
on  aura  la  progre/îion  croiffante  qui  fuit  : 
2,5,8,11,  14,  17,  20, 23,  26,  29,  &c* 
où  chaque  terme  fe  trouve  en  ajoutant  la 
différence  au  terme  précédent. 

404. 

On  a  coutume  d'écrire  les  nombres  na-^ 
turels  ,1^2,3,4,5,  &c.  au-deffus  des 
termes  d'une  telle  progrefîion  arithmétique, 
afin  qu'on  reconnoiffe  d'abord  le  rang  où 
un  terme  quelconque  fe  trouve  être  dans 
la  progreffion*  On  peut  nommer  ces  nom- 
bres écrits  au  -  deffus  des  termes ,  des  in-^ 
dices  ;  ainii  l'exemple  cité  s'écrira  comme 
il  fuit  : 

Indices  ,   1,2,3,  4,  5, 6, 7, 8, 9,  10 
Prog,  arithm,  2, 5 ,8 j 1 1 , 1 4, 1 7, 20, 2 3 , 2^,25» 

X  \] 
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&c.  OU  l'on  voit  que  29  eft  le  dixième 
terme. 

405. 

Soit  a  le  premier  terme ,  &  i/  la  difFé- 
rence ,  la  progrelîion  arithmétique  comi- 
nuera  dans  cet  ordre  : 
12345  6  7 
û,a-i-<3?,a+2^,a+3i/,(24-4(/,a+5û^,a-f6(^,  &C» 
par  lequel  on  voit  qu'il  eft  facile  de  trou- 
ver aufîi-tôt  un  terme  quelconque  de  la 
progreflion ,  fans  qu'il  foit  néceffaire  de 
connoître  tous  les  termes  précédens ,  & 
uniquement  par  le  moyen  du  premier  terme 
fl  &  de  la  différence  d.  Par  exemple ,  le 
dixième  terme  fera  z=za-\-^d^  le  centième 
terme  =(^-[-99^,  &  en  général  le  terme 
n  quelconque  fera  =ß-|-(/2 — i)d, 

406. 

Lorfqu'on  s'arrête  en  quelqu'endroit  de 
la  progreffion ,  il  eft  effentiel  de  faire  at- 
tention au  premier  &:  au  dernier  terme. 
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&  l'indice  du  dernier  indiquera  le  nombre 
des  termes.  Si  donc  le  premier  terme  =ra, 
la  différence  =d  ^  &  le  nombre  des  termes 
= /z ,  on  a  le  dernier  terme  =  ^-\-{fT- — 1)^5 
lequel  fe  trouve  par  conféquent  en  mul- 
tipliant la  différence  par  le  nombre  des  ter- 
mes moins  un,  &  ajoutant  à  ce  produit  le 
premier  terme. 

.Suppofez,  par  exemple ,  une  progreffion 
arithmétique  de  cent  termes ,  dont  le  pre- 
mier :=:r4,  &  que  la  différence  foit  ===3 , 
le  dernier  terme  fera  ::=. 99. 34-4=301. 


1^ 


407. 

Lorfqu'on  connoît  le  premier  terme  a  & 
le  dernier  ^ ,  avec  le  nombre  des  termes 
=  /2 ,  on  peut  trouver  la  différence  d.  Car 
puifque  le  dernier  terme  :^=za-\-'{n — i)d^ 
û  on  fouffrait  de  part  &  d'autre  a  ,  on  ob- 
tient ^—ai=(n — i)d.  Ain(î  en  fouftrayant 
le  premier  terme  du  dernier,  on  a  le  produit 
de  la  différence  multipliée  par  le  nombre 
des  termes  moins  i.  On  n'aura  donc  qu'à 

X  iii 


fe 
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divifer  ;^ — a  par  n—i  pour  obtenir  la  valeur 
cherchée  de  la  différence  d^  qui  fera^::=^. 
Ce  rélultat  fournit  cette  regle  :  on  fouftrait 
le  premier  terme  du  dernier  terme  ,  &  on 
divife  le  refte  par  le  nombre  des  termes 
diminué  de  l'unité ,  le  quotient  eft  la  dif- 
férence ;  par  le  moyen  de  laquelle  on  eft 
en  état  enfuite  d'écrire  toute  la  progreffion, 

408. 

Suppofons  y  par  exemple  ,  une  progref- 
iîon  arithmétique  de  neuf  termes  ,  dont  le 
premier  foit  =r;:2 ,  &  le  dernier  =26,  & 
qu'il  s'agifle  de  trouver  la  différence.   li 
faudra  donc  fouftraire  le  premier  terme  2 
du  dernier  26  &  divifer  le  refte ,  qui  eft 
^4,  par  9 — 1  ,  c'efl-à-dire  par  8  ;  le  quo- 
tient 3  fera  égal  à  la  différence  cherchée, 
&  la  progrefiion  entière  fera  : 
123456789 
%,   5,  8,   II,   14,   17,   20,   23,  16, 
Suppofons ,  pour  donner  un  autre  exem- 
5  quê  Jç  premier  terme  foit  ==;  i ,  le 
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dernier  =  2  ,  le  nombre  des  termes  =10, 
&  qu'on  demande  la  progreflion  arithmé- 
tique qui  répond  à  ces  fuppofitions ,  nous 
aurons  aufli-tôt  pour  la  différence  ^^=z^^ 
&  de-là  nous  conclurons  que  la  progrefîion 
:eft: 
I      2345^789     10 

I         2         3         45         6         7         8 
ïj     ^9)   ^9?   ^9?   ^9»    ^9?   ^9?   ^9^   *9>    2* 

Autre  exemple»  Soit  le  premier  terme 
c=2^,  le  dernier  =  1 2 1- ,  &:  le  nombre 
des  termes  =::  7  ^  on  aura  la   différence 


I 

I2r 


J_  =  -— ?  =:  -  =  I  r|- ,  &  par  con- 


7—1      "6         5'         3' 
féquent  la  progreffion: 

I         2        3        4       5        ($  7 

^i        I        13       ^        I  29  I 

^J'  4j6>  57^»  7~,  99»  lOjf-,   12-.  ' 

409. 

Maintenant  fi  les  données  font  le  pre- 
mier terme  a  ,  le  dernier  terme  ;[  &  la  dif- 
férence d,  elles  font  trouver  le  nombre 
des  termes  n.  Car  puifque  i — a==.(n—  1  )d ^ 
ondivifera  des  deux  côtés  par  i/,  &  on  aui^a^ 

X  iv 
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"^  :=n — I.  Or  n  étant  de  i  plus  grand 
que  ny—i  ,  on  a  721=^'* -j-i  ;  par  confé- 
qu  ?nt  le  nombre  des  termes  fe  trouve  en 
divifant  la  différence  entre  le  premier  ôc 
le  dernier  terme,  ou  { —  a,  par  la  diffé- 
rence de  la  progrefîion ,  &  en  ajoutant 
l'unité  au  quotient  "^^ . 

Soit ,  par  exemple  ,  le  premier  terme 
c=4,  le  dernier  =100,  &  la  différence 
=  1 2 ,  le  nombre  des  termes  fera— "^"^  -}-i  5 
&  voici  quels  feront  ces  neuf  termes  : 
12345678       9 
4,  16,  28,  40,   52,  64,  76,  88,   100. 

Si  le  premier  terme  ^=^2 ,  le  dernier  :==  6 , 
&  la  différence  =  1  ^  ?  le  nombre  des  ter- 
mes fera  -7-  -|- 1  =  4  ^  &  ces  quatre  termes 
feront 

Soit  encore  le  premier  termes}  ^,  le 
4êi:mçr:=7|,  §c  la  différences^;  i  j  ,  le 
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7-  —  '^- 
nombre  des  termes  fera  :=  — — -^-^  +  i 

I  - 

i=4j  &  voici  ces  quatre  termes: 
3j»  49>  o-,  7-. 

410. 

Mais  il  faut  obferver  que  le  nombre  des 
termes  devant  être  néceifairement  un  nom- 
bre entier  ,  fi  on  n'avoit  pas  trouvé  un  tel 
nombre  pour  n  dans  les  exemples  de  l'ar- 
ticle précédent ,  les  queflions  auroient  été 
abfurdes. 

Toutes  les  fois  donc  qu'on  ne  trouvera 
pas  un  nombre  entier  pour  la  valeur  de 
'■^5  il  fera  impofTible  de  réfoudre  la  quef- 
tion  ;  &  par  conféquent  pour  que  ces  fortes 
de  queftions  foient  pofîibles  ,  il  faut  que 
^ — a  foit  divifible  par  d. 


I 


411. 

On  conclura  de  ce  que  nous  avons  dit , 
qu'on  a  toujours  quatre  quantités  ou  élé- 
niens  à  confidérer  dans  une  progreffion 
arithmétique  : 


330  E   L    E   M  E  N   s 

I.  le  premier  terme  a^ 

II.  le  dernier  terme  {, 

III.  la  différence  </, 

IV.  le  nombre  des  termes  n. 

Et  les  rapports  de  ces  quantités  les  unes 
aux  autres  font  tels ,  que  ß  on  en  connoît 
trois ,  on  eff  en  état  de  déterminer  la  qua- 
trième; car: 
L  Si  a  ,  a?  &  ;z  font  connus  ,  on  a  ;[=a 

-|-(/2 —  I  )t/. 

ÎI.  Si  {,  d  Se  n  font  connus,  on  a  a=::^ 
—  (n  —  i)(J. 

III.  Si  a,  ^èc  n  font  connus ,  on  a  d=^j^ 

IV.  Sia  ,  ißc  d  font  connus ,  on  a  /z =^ 
-j-  I. 


Ä 


># 
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C  H  A  P  I  T  R  E    IV. 

De  la  Sommation  des  ProgreJJions 
arithmétiques. 


o 


412. 


N  a  fouvent  befoin  aufîi  de  prendre 
la  fomme  d'une  progreffion  arithmécique. 
On  la  trouveroit  en  ajoutant  enfemble  tous 
les  termes  ;  mais  comme  cette  addition 
feroit  très  -  prolixe  ,  quand  la  progreflion 
confiée  en  un  grand  nombre  de  termes , 
on  a  imaginé  une  regle ,  par  le  fecours  de 
laquelle  on  trouve  très-facilement  la  fomme 
dont  nous  parlons. 

413. 

Nous  confidérerons  d'abord  une  progref- 
fion de  cette  efpece  qui  foit  donnée  ,  & 
telle  que  le  premier  terme  =  2  ,  la  diffé- 
rence =^3  ,  le  dernier  terme  1=^29  ,  &  le 
nombre  des  termes  ;==  i  o  : 
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1234  5  6  7  8  9  10 
2,  5,  8,  II,  14,  17,  20,  23,  26,  29. 
Nous  voyons  que  dans  cette  progreflion 
la  fomme  du  premier  &  du  dernier  terme 
:=  3 1  3  la  fomme  du  fécond  &  du  pénul- 
tième =  3 1  ;  la  fomme  du  troifieme  &  de 
Tantépénultieme  =31  ,  &  ainfî  de  fuite  j 
6r  nous  en  conclurons  que  la  fomme  de 
deux  termes  quelconques  également  éloi- 
gnés l'un  du  premier  &  l'autre  du  dernier 
terme ,  eft  toujours  égale  à  la  fomme  du 
premier  &:  du  dernier  terme. 

414. 

II  eft  facile  d'en  faifir  la  raifon.  Car  fî 
nous  fuppofons  le  premier  terme  r=cz,  le 
dernier  ^:=  ;[ ,  &  la  différence =<^,  la  fomme 
du  premier  &  du  dernier  terme  efl  =a-|-;^,* 
&  le  fécond  terme  étant  =::^a'^d  &  le  pé- 
nultième :=r^{ — d^  la  fomme  de  ces  deux 
termes  efl:  aufîi  z=:^a~\'^,  Enfuite  le  troifieme 
terme  étant  a-^zd^  &  l'antépénultième 
=1; — id ,  il  efl  clair  que  ces  deux  termes 
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ajoutés  enfemble  font  aufîî  a-\-^.  On  dé- 
montrera la  même  chofe  de  tous  les  autres, 

415. 

Pour  parvenir  donc  à  déterminer  la  fom- 
me  de  la  progreffion  propofée  on  écrira 
deffous  ,  terme  pour  terme  ,  la  même  pro- 
greffion prife  à  rebours ,  &  on  fera  l'ad- 
dition des  termes  correfpondans ,  comme 
il  fuit  : 

2  +5   +8  4-11  +  14+17+20+23+2Ö+29 
29+26+23  +  204-17+14+11+  8+  5+  2 

3  1+3  1  +  3 1+3 1+3 1+3  1+31 +31 +31  +  31 

Cette  fuite  de  termes  égaux  eft  évidem- 
ment égale  au  double  de  la  fomme  de  la 
progreffion  propofée  ;  or  le  nombre  de 
ces  termes  égaux  eft  10,  comme  dans  la 
progreffion  ,  &  leur  fomme ,  par  confé- 
quent ,  z=:  i  o.  3  i  ^=3 1  o.  Ainfi ,  puifque  cette 
fomme  eft  le  double  de  la  fomme  de  la 
progreffion  arithmétique  ,  il  faut  que  cette 
fomme  cherchée  foit  ;=  1 5  5. 
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416. 

Si  on  procède  de  la  même  manière  â 
regard  d'une  progrefîîon  arithmétique  quel- 
conque, dont  le  premier  terme  foit  =a, 
le  dernier  ={,  &  le  nombre  des  termes 
=zn  i  en  écrivant  fous  la  progreflion  don- 
née la  même  progreffion  en  rétrogradant, 
on  aura ,  en  faifant  l'addition  terme  à  terme, 
une  fuite  de  n  termes ,  dont  chacun  fera 
:=ia-^7^i  la  fomme  de  cette  fuite  fera  par 
conféquent  =:/z(a-[-:[) ,  &  eile  fera  le 
double  de  la  fomme  de  la  progte/lion  arith- 
métique propofée  ;  celie  -  ci  fera  donc 
. "("+0 

417. 

Ce  réfuitat  fournit  une  méthode  facile 
pour  trouver  la  fomme  d'une  progreiTion 
arithmétique  quelconque  j  elle  fe  réduit  à 
cette  regle  : 

Multipliez  la  fomme  du  premier  &  du 
dernier  terme  par  le  nombre  des  termes. 
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la  moitié  du  produit  indiquera  la  fomme 
de  toute  la  progreflion. 

Ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  multipliez 
la  fomme  du  premier  &  du  dernier  terme 
par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Ou  bien ,  multipliez  la  moitié  de  la  fom- 
me du  premier  &  du  dernier  terme  par  le 
nombre  total  des  termes.  Ces  deux  manières 
d'énoncer  la  regle  ,  donnent  également  la 
fomme  de  la  progreflion. 

418, 

Il  fera  nécefîaire  d'éclaircir  cette  regle 
par  quelques  exemples. 

Soit  d'abord  la  progreflion  des  nombres 
naturels  ,1,2,3  ^^'  jufqu'à  1 00  ,  dont 
il  s'agifle  de  trouver  la  fomme.  Celle  -  ci 
fera  par  la  première  regle  :z::='°°''°^  ::=  50 
.101  =  5050. 

Si  on  demande  combien  de  coups  une 
horloge  fonne  en  douze  heures  ?  il  faudra 
ajouter  enfemble  les  nombres  1,2,3  juf- 
qu'à  1 2  3  or  cette  fomme  fe  trouve  fur  le 
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champ  =lî^  =  (5.13=78 .  Que  fî  l'oiî 
vouloir  favoir  la  fomme  de  la  même  pro- 
greffion  continuée  jufqu'à  1 000 ,  on  trou- 
veroit  500500  ;  &  la  fomme  de  cette  pro* 
grefîîon  ,  continuée  jufqu'à  1 0000 ,  feroit 
50005000. 

419. 

Autre  queßion.  Quelqu'un  acheté  un  che- 
val y  fous  la  condition  que  pour  le  premier 
clou  il  payera  5  fous ,  pour  le  fécond  8  , 
pour  le  troilîeme  1 1  ,  &:  pareillement  tou- 
jours 3  fous  de  plus  pour  chacun  des  fui- 
vans  :  le  cheval  a  3  2  clous ,  on  demande 
combien  il  coûtera  à  l'acheteur  ? 

On  voit  qu'il  s'agit  ici  de  trouver  la  fom- 
me d'une  progrefîîon  arithmétique ,  dont 
le  premier  terme  eft  5  ,  la  différence  =  3  > 
tk.  la  fomme  des  termes  =32.  Il  faut  donc 
commencer  par  déterminer  le  dernier  ter- 
me ;  on  le  trouve  (par  la  regle  des  arti- 
cles 406,  411)  r=5-|-3 1.3=198.  Mainte- 
nant la  fomme  cherchée  fe  trouve  ,  {ans 

difficulté  , 
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difficulté  ,='-^^  =  103.16;  d'où  l'on 
conclut  que  le  cheval  coûte  1 648  fous , 
ou  82  liv.  8  ù 

420. 

Soit  en  général  le  premier  terme  =::a^ 
la  différence  ri:=^,  &  le  nombre  des  termes 
=  n;  ßc  qu'il  s'agifîe  de  trouver,  par  le 
moyen  de  ces  données  ,  la  fomme  de  toute 
la  progreffion.  Comme  le  dernier  terme 
doit  être  r=  a ~j- (/z — i)d,  la  fomme  du  pre- 
mier &  du  dernier  fera  ^=2a-|-(« — 1)^. 
Multipliant  cette  fomme  par  le  nombre  des 
termes  /z,  on  a  ina-\-n{n — i)dj  donc  la 
fomme  cherchée  fera  =::na  |  "^"~'^^, 

Cette  formule  appliquée  à  l'exemple  pré- 
cédent ,  où  a:=:i^ ,  £l=y  j  &  «z=r3  2 ,  donne 

5.32+-^-^^^™i6o+i488=:=i648  i  la 
même  fomme  qu'on  avoit  trouvée. 

421. 

S'il  eil  quedion  d'ajouter  enfemble  tous 
les  nombres  naturels  depuis  i  jufqu'à  n ,  on 
Tome  /a  y 
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a  pour  trouver  cette  femme  :  le  premier 
terme  =:^i  ,  le  dernier  terme  =:n ,  &  le 
nombre  des  termes  :=^ny  donc  la  fomme 
cherchée  =:=^î^=^"-I^ii-\ 

2.  2 

Si  on  fait  ^1=1=1766,  la  fomme  de  tous 
les  nombres,  depuis  i  jufqu'à  1766,  fera 
=  883,1767==: 1 560261. 

422. 

Soit  propofée  la  progreffion  des  nombres 
impairs,  i  ,  3  ,  5  ,  7  ,  &c.  continuée  juf- 
qu'à n  termes ,  &  qu'on  en  demande  la 
fomme  : 

Le  premier  terme  efl  ici  =1 ,  la  diffé- 
rence =  2,  le  nombre  des  termes  :=n; 
le  dernier  terme  fera  donc  =:^i-|-(;2 — 1)2 
■=^171 — i  y  Se  par  conféquent  la  fomme 
cherchée  =.nn. 

'  Tout  fe  réduit  donc  à  multiplier  le  nom- 
bre des  termes  par  lui-même.  Ainfi  quel  que 
foit  le  nombre  des  termes  de  cette  progref- 
fîon  qu'on  ajoute  enfemble  ,  la  fomme  fera 
toujours  un  quarre  ^  favoir  le  quarre  du 
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nombre  des  termes.  C'eil  ce  que  nous  allons 
mettre  fous  les  yeux  : 

Indic,  1,2,3,4,  5,  6,  7,  8,  9,  10  &c, 
Progref.  1,3,5,7,  9,  11,13,15,17,19  &C» 
Somme ,  i ,4,9, 1 6, 2 5 ,3 6,49,64,81,100  &c- 

423. 

Soit  à  préfent  le  premier  terme  rm  ,  la 
différence  =3  ,  &  le  nombre  des  termes 
^zzn  ^  on  aura  la  progreffion  1,4,7,  10» 
8cc.  dont  le  dernier  terme  fera  :=::i:i-{-(«— "3)5  — 'J^ 
=  ^n — l'y  donc  la  fomme  du  premier 
&  du  dernier  terme  :=  3  «  —  i  ,  &  par 
conféquent  la  fomme  de  cette  progreffion 

^__n(^n-l)___^n^^    Si    OU    fuppofc   nZZ^lO  ,   là 

fomme  efl  ::^  i  o.  5  9  rrr  5  90. 

424. 

Soit  encore  le  premier  terme  =  i  ,  la 
différence  ^i,  &  le  nombre  des  termes 
:=:n ,  le  dernier  terme  fera  rzi:  i~j-(/2— i)//. 
Ajoutant  le  premier  on  a  i-\-(ri — i)c/,  &; 
multipliant  par  le  nombre  des  termes  on 

Yij 


2 


4n(/i-l 
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a  2/2-]-«(« — i)i,  d'où  fe  déduit  la  fomme 
de  la  progrefîion  rz^/z-]-"^"^'^'^. 
Joignons  ici  la  petite  table  qui  fuit: 

Si  dz=z  I ,  la  fomme  efl  =«-| — ^^ 

t/=i6  —  — n 

d^^  — .  —  . n 

I ^^  ^    I     ion{n-i 

&c. 


2 


2 
6n(n-i 


2 

7/j(/i-i 


8i(n-i 


:io n- 


nn+n 

z 

2 
;  2nn-n 


2 
■jnn-^n 


2 

^nn—jn 


2 


9^   (i^^ 
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CHAPITRE     V. 
Des  Nombres  figurés  ou  polygones^ 

425. 

i^A  fommation  des  progrefîîons  arithmé- 
tiques qui  commencent  par  i  ,  &  dont  la 
diiïérence  eil  i  ou  2  ou  3  ,  ou  quelqu'autre 
nombre  entier  que  ce  foit  ;  cette  fomma- 
tion ,  dis  -  je  ,  nous  conduit  à  la  théorie 
des  nombres  polygones  ,  lefquels  Te  forment 
quand  on  ajoute  enfembie  quelques  termes 
de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  progrefîîons. 

426. 

Si  on  fuppofe  la  différence  r=:i  •  puifque 
le  premier  term.e  eil  conftamment  ^^i ,  on 
aura  la  progrefiion  arithmétique ,  i  ,  2,3, 
4,5,6,7,8,9,10,11,12,  &c.  Et 
fi  dans  cette  progrefiion  on  prend  la  fomme 
de  un ,  de  deux ,  de  trois  &c.  termes,  on 
verra  fe  former  cette  fuite  de  nombres  : 

Yiii 
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1,3,6, 10^  15,21,28,36,45, 5  5,66 &c. 
car  i==:i  ,  i-|-2=3  ,  i-[-2-}-3=:6,  i-\-z 
>-]-3-|-4=io,  &c. 

Ces  nombres  on  les  nomme  triangulaires 
ou  trigonaux ,  parce  qu'on  peut  toujours 
ranger  en  triangle  autant  de  points  qu'ils 
contiennent  d'unités ,  comme  on  va  voir: 

13  6  10  15 


•   •   • 


21,  28, 


427. 

On  voit  dans  tous  ces  triandes  combien 
chaaue  côté  contient  de  points.  Dans  le 
premier  triangle  il  n'y  a  qu'un  point  ;  dans 
le  fécond  il  y  en  a  deux  j  dans  le  troißeme 
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il  y  en  a  trois  ;  dans  le  quatrième  il  y  en 
a  quatre,  &c.  Ainfî  les  nombres  triangu- 
laires ,  ou  le  nombre  des  points  (qu'on  nom- 
me Simplement  le  triangle)^  fe  règlent  fur 
le  nombre  des  points  que  contient  le  côté , 
lequel  nombre  on  nomme  en  un  mot  le  côté^ 
C'eil- à-dire  que  le  troifieme  nombre  trian- 
gulaire ,  par  exemple ,  ou  le  troifieme  trian- 
gle ,  eft  celui  dont  le  côté  a  trois  points  ; 
le  quatrième  ,  celui  dont  le  côté  eft  quatre, 
&  ainfî  de  fuite  ;  &  voici  comment  nous 
repréfenterons  cette  propriété  : 

Triangle  •         •     * 


•    •    •         •    •    «    • 
•    «  •    •    • 


Côte  ••'•.; 

Triangle  «...    « 


•    •    •    • 


y  iv 
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Il  fe  préfente  donc  ici  la  queilion  ,  com- 
ment ,  le  côté  étant  donné ,  on  doit  détermi-^ 
ner  le  triangle  ?  Et  après  ce  que  nous  avons 
expofé  ,  nous  y  fatisferons  facilement. 

Car  foit  le  côté  =  «  ,  le  triangle  fera 
I-|-2-}-3-j-4-|-. , ,  ,n.  Or  la  fomme  de 
cette  progrefîion  efl  =  ^^^  -,  par  confé- 
quent  la  valeur  du  triangle  eft^^(*)^ 
Et  fi  n=i ,  le  triangle  eft  =  i , 
{inz^=:i^ —  —  —  — =^3> 
ûn=:'^, —  —  —  — =z^6y 

fin=z:j^, =  10, 

&  a^nfi  de  fuite.  Lorfque  ;2i:=;ioo ,  le  trian- 
gle fera  =5050. 

429. 

On  nomme  cette  formule  ^^^^^  ,  la  for- 
mule  générale  des  nombres  triangulaires  ; 

(*)  M.  de  Joncourt  a  public  à  la  Haye  en  176a  un« 
table  des  nombres  trigonaux ,  qui  répondent  à  tous  les 
nombres  naturels  depuis  i  jufqu'à  20000.  Ces  tables  peu- 
vent être  utiles  pour  faciliter  un  grand  nombre  d'opéra- 
tions arithmétiques ,  comme  l'Auteur  le  fait  voir  dans  un« 
Jntrodu^ion  fort  étçnduç^ 
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parce  que  par  fou  Tecours  on  trouve  le 
nombre  triangulaire  ,  ou  le  triangle ,  qui 
répond  à  un  côré  quelconque  indiqué  par  n» 

On  peut  transformer  cette  formule  en 
celle-ci,  "^"^'^'^^  &  cela  fert  même  à  fa- 
ciliter le  calcul ,  parce  que  toujours  un  ùe$ 
deux  nombres  ji  ,  ou  /2-}-i,  eft  un  nombre 
pair  ,  &  par  conféquent  divifible  par  2. 

C'eft  ainfi  que  fi  ?2=::ziz^  le  triangle  efl: 
zzir'-^=:z 6.1 3=78.  Et  que  fi  n=^i^  ,  le 
triangle  efi:  ^^^^=::i  5.8=120,  &c. 

430. 

Qu'on  fuppofe  à  préfent  la  difTérence 
;:n:2  2 ,  on  aura  la  progreiTion  arithmétique 
fijivante  : 

I?  3?  5»  7»  9»  II»  13»  M?  17.  195  -î^  ^c- 
dont  les  fommes  ,  en  prenant  fijcceffive- 

ment  un ,  deux  ,  trois ,  quatre  termes  &c* 

forment  cette  férié  : 

1,4, 9;,! 6,  25,  36,49,(34,81,  ïoo,  121  &c. 

On  nomme  les  termes  de  cette  fiiite , 

les   nombres    quadrangulaires  ,    ou  plutôt 
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quarrés  ;  puifqu'en  effet  cette  fuite  repré- 
fente  les  quarrés  des  nombres  naturels  , 
comme  nous  les  avons  trouvés  plus  hautj 
&  cette  dénomination  leur  convient  d'au- 
tant plus ,  qu'on  peut  toujours  former  un 
quarre  du  nombre  de  points  qu'indiquent 
ces  termes ,  ainfi  qu'on  va  le  voir  : 

I,  4,        9,  i5,  25, 


3^>  49 


431. 

On  voit  ici  que  le  côté  d'un  tel  quarre 
contient  précifément  le  nombre  de  points 
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qu'indique  la  racine  quarrée.  Le  côté  du 
quarre  2  5 ,  par  exemple ,  eft  de  cinq  points^ 
celui  du  quarre  36  eft  de  fix  points  ;  &  en 
général  donc  ,  fi  le  côté  eft  ;z,  c'efl- à-dire 
que  le  nombre  des  termes  de  la  progref- 
lîon ,  I  :,  3  ,  5  >  7  5  &c.  qu'on  aura  pris , 
foit  indiqué  par  n  ,  on  voit  que  le  quarre  , 
ou  le  nombre  quadranguiaire  ,  fera  égal  à 
la  fomme  de  ces  termes,  ou  =72/2,  ainfi 
que  nous  l'avons  trouvée  à  l'article  422. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  à 
ces  nombres  quarrés,  en  ayant  traité  au 
long  plus  haut. 

432. 

Falfant  maintenant  la  dllTérence  ^==.Tf  y 
6c  prenant  de  la  même  manière  les  ibmmes, 
on  obtiendra  des  nombres  qu'on  appelle 
pentagones ,  quoiqu'on  ne  puiße  plus  fi  bien 
les  repréfenter  par  des  points  (*).  Ces  fui- 
tes commencent  ainfi  : 

{*)  Ce  n'eft:  pas  cependant  qu'on  ne  puifle  aufli  repré- 
fenter par  des  points  les  polygones  d'un  nombre  cneî- 
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Indices,  1,2,  3  ,  4,  5  ,  6,7,  8,  9  &c. 
Prog,aritLl,4,  7?  10,13,1 6^,19,22,  25  &c. 
Pe;2/ö^wzd,i,5,i  2,22,3  5,51,70^92,117  &:c. 
les  indices  indiquant  le  côté  de  chaque  pen- 
tagone. 

433- 

II  s'enfuit  de-Ià  que  fi  on  fait  le  côté  =;z, 
le  nombre  pentagone  fera  :=^^  z=:z  "J^^ 
Soit ,  par  exemple  ,  n=rj  ,  le  pentagone 
fera  =^70.  Si  on  demande  le  pentagone, 
dont  le  côté  eft  100  ,  on  fera  72=100  ,  ^ 
on  aura  1 49  5  o  pour  le  nombre  cherché. 

conque  de  côtés  ;  mais  la  regle  que  j'ai  remarqué  qu'il  faut 
fuivre  pour  cet  effet ,  &  que  je  vais  indiquer ,  me  paroît 
avoir  échappé  à  tous  les  Algébriftes  que  j'ai  confultés. 

On  commence  par  tracer  un  petit  polygone  régulier 
qui  ait  le  nombre  de  côtés  qu'on  demande  ;  ce  nombre 
refle  confiant  pour  une  même  fuite  de  nombres  poly- 
gones ,  &  il  ell  égal  à  2  plus  la  différence  de  la  pro- 
greflîon  arithmétique  qui  produit  la  fuite  ;  on  choifit  en- 
fuite  un  des  angles  de  ce  polygone  pour  tirer  du  poirvt 
de  concours  autant  de  diagonales  indéfinies  qu'il  efl  pofîi- 
ble  ;  on  prolonge  de  même  indéfiniment  les  deux  côtés 
qui  forment  l'angle  qu'on  a  adopté  ;  après  cela  on  prand 
ces  deux  côtés  ôc  ks  diagonales  du  premier  polygone. 
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434- 

Que  n  Ton  fuppofe  la  différence  m:  4  ^  on 
parvient  aux  nombres  hexagones  ^  comme 
on  le  voit  dans  les  progrellions  qui  fuivent  : 

refpe  clive  ment  autant  de  fois  qu'on  veut  fur  les  lignes 
indéfinies;  on  tire  des  points  correfpondans  ou  le  compas 
s'efl:  arrêté  ,  des  lignes  paralleles  aux  côtés  du  preinier 
polygone  ,  &  on  les  partage  en  autant  de  parties  égales, 
ou  par  autant  de  points  qu'en  ont  aftuellement  les  dia- 
gonales &  les  deux  côtés  prolongés.  Cette  regle  efl  gé- 
nérale depuis  le  triangle  jufqu'au  polygone  d'un  nombre 
infini  de  côtés.  Les  deux  figures  qui  fuivent  fuâlront  pour 
en  faciliter  l'application. 

/ 


La  divifion  de  ces  figures  en  triangles  fournit  encore 
matière  à  différentes  confidérations  curieufes  &  à  des 
transformations  afl'ez  jolies  des  formules  générales  ,  par 
lesquelles  on  voit  dans  ce  chapitre  comment  s'expriment  les 
nombres  polygones  ^  mais  je  ne  crois  pas  devoir  m'y 
arrêter. 
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Indices ,  1,2,  3,4,5,6,7,8,    9  &c. 

/'/-öo-.a/7/A.l,c,  9, 13,17,21,25,  29,33  &c, 
Hexa^vne^  1,6,15.28,45,66,91,120,1530:0. 
les  indices  montrant  encore  le  côté  de  cha- 
que hexagone. 

435. 

Ainîi  quand  le  côté  efl  /z ,  le  nombre 
hexagone  eu  =: 2/2/2 — nzz:=.n{i.n — i);  & 
en  obfervera  au  refle  que  tous  les  nombres 
hexagones  font  aufii  triangulaires  ,  puifque 
en  ne  prenant  de  ces  .derniers  que  le  pre- 
mier ,  le  troiiieme ,  le  cinquième  Ckc.  on 
a  précifément  la  fuite  des  hexagones. 

436. 

On  trouvera  de  la  même  manière  les 
nombres  heptagones ,  o<!:l:ogones  ,  ennéa- 
gones  ,  &c.  Nous  nous  contenterons  de 
donner  encore  ici  le  tableau  des  formules 
générales  de  tous  ces  nombres  ,  compris 
fous  le  nom  général  de  nombres  polygones» 

En  fuppofant  le  côté  =/z ,  on  a 
le  triangle  t:^^.—^:^^——^ 
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le  quarre       z=r  i^ Jiuî  = /z  «  , 
le  V  2one     ^z^lULH  ^rr"0^-0 

le    VI  gone    ::=1^"    =2;z/2-.'2=/2(i;2-l) 

le  VII  gone  — If^nl-«  :::^:iÇi:^) 

le   VIII  gone  =:^^^^^^^   :=  3/2/2- 1;2=/2(3 72-2) 

le  IX  gone    =Zf!izi.«  -_«_ÇZ2zi)^ 

le  X  gone     = 11=4/2/2— 3/2=72(4/2— 3) 

le  XI  gone    ^^'^Jll::-!^  --,<9n-i) 

O  2  2  " 

le   XII  gone  ;:= — - —   r=:  5/2/2— 4/2=:/2(5/2— 4) 

le  XX  gonez=:,î^^':=9^/2-8/2=<9«-^) 
le  XXV  gone  ="-^^î^^::^"  =  "iîl:^^ 

D  2  2  > 

le  m  gone    —  (ü^zill^ifc^j«  ^♦^^ 

437-     ^ 

Ainfi  le  côté  étant  n,  on  a  en  général  le 
nombre  m  angulaire  ^^liûnildmzût .  ^j'q^ 
l'on  peut  déduire  tous  les  nombres  poly- 

(*)  On  remarquera  fans  peine  que  cette  table  n'eft 
que  celle  de  l'article  424  pouflee  plus  loin. 
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gones  poffibles  dont  le  côté  feroit  n.  Si  ort 
cherchoit ,  par  exemple ,  les  nombres  bi- 
angulaires  ,  on  auroit  ;;2  z=  2 ,  &  par  con- 
féqaent  le  nombre  cherché  :=^n',  c'eft-à- 
dire  que  les  nombres  biangulaires  font  les 
nombres  naturels  i  ,  2,3,  &c. 

Si  on  fait  /;2:=i:3  ,  on  a  le  nombre  trian- 

%     '  nn-i-  n 

gulaire  =:z^-- , 

Si  on  hitm=z4  ,  on  a  le  nombre  quarre 

t=:nn ,  &:c. 

438; 

Snppofons ,  pour  éclaircir  cette  regle  par 
des  exemples ,  qu'on  cherche  le  nombre 
XXV  gone ,  dont  le  côté  eil  36  ;  on  cher- 
chera d'abord  dans  notre  table  le  nombre 
XXV  gone  pour  le  côté  n  ;  on  le  trouvera 
=:=-^— ^ — .  i^aiiant  eniuite  ;z=36,  on  trou- 
vera le  nombre  cherché  =14^26. 

439. 

Queflion.  Quelqu'un  a  acheté  une  mai* 
fon,  &  on  lui  demande  combien  il  en  a 
payé?  Il  répond  que  le  nombre  3^5  gone- 

de 
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de  1 2  ell  le  nombre  d'écus  qu'il  l'a  ache- 
tée. 

Afin  de  trouver  ce  nombre  ,    on  fera 
/7z=:=365    &  Ä=i2  ;    &  fubflituant  ces 
valeurs   dans   la  formule    générale  ,    on^- 
trouvera  pour  le  prix  de  la  maifon  23970 
ëcus  (*). 

(*)  Le  chapitre  qu'on  vient  de  lire ,  eft  intitulé  des  nom-^^ 
ires  figurés  ou  polygones.  On  peut  avoir  remarqué  que  ce 
n'efl  pas  fans  fondement  que  quelques  Algébriftes  diilin- 
guent  entre  nombres  figurés  &  nombres  polygones.  En 
effet  les  nombres  qu'on  nomme  commanémQnt  figurés  y 
dérivent  tous  d'une  feule  progrefîion  arithmétique  ,  ÔC 
chaque  fuite  de  ces  nombres  fe  forme  après  cela  en  ajoun 
tant  enfemble  les  termes  de  la  fuite  précédente.  Chaque 
fuite  des  nombres ^o/jjo/z^i-,  au  contraire  ,  provient  d'une 
progreffion  arithmétique  diftérente;  cela  fait  qu'on  ne  peut 
dire  à  la  rigueur  d'une  feule  faite  de  nombres  hgurés , 
qu'elle  cfl  en  même  temps  une  fuite  de  nombres  poly-* 
gones.  On  s'en  convaincra  mieux  en  jetant  les  yeux  fuE 
les  tables  qui  fuivent. 

TABLE  DES  NOMBRES  FIGURÉS, 

Nombres  conftans  -----  i.i;   i.   j.   i,     j.  g^c» 

Naturels 1.2.   3.  4.   5.     6,  &c. 

triangulaires    -  -  -   1.3.  6. 10. 15.  21.  6:c. 

pyramidaux 1.4.10.20.35.   56.  &c.- 

trianguli-pyrajTiidaux  1.5.15.35.70.126.  Ôcc. 

Toms  L  Z 


Diff.  de  la  progr. 
I 

2 

3 
4 
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TABLE  DES  NOMBRES  POLYGONES. 

Nombres 

triangulaires 1.3.  6.1 0.15.  &c. 

quarrés       -  -  -   1.4.  9.16.25.  &c. 

pentagones    -  -   1.5.12.22.35.  &c. 

hexagones  -  -  1.6. 15.28.45.  &c. 
Les  puiffances  forment  aulîi  des  fuites  particulières  de 
nombres.  Les  deux  premières  fe  retrouvent  dans  les  nom- 
bres figurés ,  &  la  troifieme  dans  les  nombres  polygo- 
nes ;  c'efi:  ce  qu'on  va  voir ,  en  fubftituant  à  a  fuccefll- 
vement  les  nombres  1,2,3  ^'^* 

TABLE  DES   PUISSANCES, 

ß" I.    I.    I.       I.       I.    &c. 

0' I.    2.    3.       4.       5.    &C. 

Ö* ■  -  -   I.  4.  9.   16,   25.  &C. 

a' I.  8.27.  64.125.  &C. 

a* 1. 16.81. 256.625.  &c. 

Les  Algébriftes  du  feizieme  &  du  dix-feptieme  fiecle 
fe  font  tous  beaucoup  occupés  de  ces  différentes  efpeces 
de  nombres  &  de  leurs  rapports  entr'elles  ;  ils  y  ont 
trouvé  une  variété  fmguliere  de  propriétés  curieufes  ; 
mais  leur  utilité  n'étant  cependant  pas  grande,  on  néglige 
aujourd'hui,  avec  raifon _,  d'en  parler  beaucoup  dans  les 
cours  de  Mathématiques. 

«5(C> 


L 
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CFIAPITRE    VL 

Du  Rjappon  Géométrique* 


E  rapport  géométrique  entre  deux  nom-^ 
bres  contient  la  réponie  à  la  queftion  ,  com-^ 
bien  de  fois  l'un  de  ces  nombres  eft  plus 
grand  que  l'autre?  On  le  trouve  en  divi- 
fant  l'un  par  l'autre  j  le  quotient  indique  la 
raifon  cherchée. 

441. 

On  a  donc  trois  chofes  à  confidérer  ici^ 
t°.  le  premier  des  deux  nombres  proporés,? 
qu'on  nomme  Yantécédent  y  2^.  l'autre  nom- 
bre ,  qu'on  appelle  le  coiiféquent  ;  3".  la 
raifon  des  deux  nombres  ,  ou  le  quotient' 
de  la  divißon  de  l'antécédent  par  le  con- 
féquent.  Par  exemple  ,  fi  c'eft  le  rapporc- 
des  nombres  1 8  &  i  2  qu'il  s'agit  d'indiquer^ 
18  eft  l'antécédent ,  12  eft  le  eonféquent^ 

Z  ij 
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&  la  raifon  fera  —  =  i  -  :    d'où  l'on  voit 

12  2     ' 

que  l'amécédent  contient  le  conféquent  une 
fois  &  demie. 

442. 

On  a  coutume  d'indiquer  le  rapport  géo- 
métrique par  deux  points ,  mis  l'un  au-def- 
fus  de  l'autre  entre  l'antécédent  &  le  con- 
féquent. 

Ainfi  a:b  {îgnifie  le  rapport  géométrique 
de  ces  deux  nombres  ,  ou  la  raifon  de  Z»  à  iz. 
Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  qu'on 
fe  fert  de  ce  ligne  pour  indiquer  la  divifion , 
&  c'eft  aufîi  pourquoi  on  l'emploie  icij 
parce  qu'afin  de  connoître  ce  rapport,  il 
faut  qu'on  divife  a  par  b,  La  raifon ,  indi- 
quée par  ce  figne ,  fe  prononce  en  difant 
fîmplement  a  efl  à  ^. 

443- 

On  repréfente  donc  l'expreiHon  d'un 
rapport  par  une  fraftion  dont  le  numéra- 
teur eft  l'antécédent ,  &  dont  le  dénomi- 
nateur eil:  le  conféquent.  La  clarté  exige 
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qu'on  réduife  toujours  cette  fra6lion  à  fes 
moindres  termes ,  ce  qu'on  fait ,  comme 
nous  l'avons  montré  plus  haut,,  en  divifant 
le  numérateur  &  le  dénominateur  par  leur 
plus  grand  commun  divifeur.  Ainfi  la  frac- 
tion ^fe  réduit  à  -,  en  divifant  les  deux 
termes  par  6. 

444. 

Les  rapports  ne  différent  donc  entr'eux 
qu'en  tant  que  leurs  raifons  font  différen- 
tes j  &  il  y  a  autant  de  différentes  efpeces 
de  rapports  géométriques  qu'on  peut  ima- 
giner de  différentes  raifons. 

La  première  efpece  eft  fans  contredit 
celle  où  la  raifon  devient  l'unité;  ce  cas 
arrive  quand  les  deux  nombres  font  égaux , 
comme  dans  3 :  3  j  4 : 4  ;  a: a;  la  raifon  eft 
ici  I  ,  &  à  caufe  de  cela  on  la  nomme  le 
rapport  de  l'égalité. 

Viennent  enfuite  les  efpeces  ou  la  raifon 
eff  un  autre  nombre  entier  j  dans  4:2  la 
raifon  cil  2 ,  &  on  la  nomme  raifon  double^ 

Z  ii] 
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dans  1 2 : 4  la  raifon  eft  3  ,  &  on  la  nomme 
raifon  triple  i  dans  24:6  la  raifon  eft  4, 
&  elle  s'appelle  raifon  quadruple ,  &:c. 

Après  ces  efpeces  là  viennent  celles  dont 
les  raifons  s'expriment  par  des  frafiions, 
comme  12:9,  où  la  raifon  eftj  ou  i  ^; 
18:275  où  la  raifon  efl  ^,  &c.  On  peut 
même  diftinguer  parmi  celles-ci  les  raifons 
où  le  conféquent  contient  exactement  deux 
fois,  trois  fois  &c.  Tantecedent  :  tels  font 
les  rapports  6:12,  5:15  &c.  dont  quel- 
ques-uns nomment  les  raifons,  raifons y^ij- 
doubles^  foui  ri p  les  ,  ôcc. 

Nous  ajouterons  qu'on  nomme  raifon  de 
nombre  à  nombre ,  celle  dont  le  quotient 
n'efi:  pas  un  nombre  inexprimable  ,  l'anté- 
cédent &  le  quotient  étant  des  nombres 
entiers ,  comme  11:7,  8:15  &c.  6^  qu'on 
appelle  raifon  irrationnelle  ou  fourde  ,  celle 
dont  le  quotient  ne  peut  s'exprim.er  exac^ 
tement  ni  par  des  nombres  entiers ,  ni  paç 
des  fr46iions  ^  comme  yjà8j4ày3» 
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445. 

Soit  à  préfent  a  l'antécédent ,  b  le  con- 
féquent  &  ^Z  la  raifon ,  nous  favons  déjà 
que  ad>L  h  étant  donnés,  on  trouve  d=^. 

Que  fî  le  conféquent  b  étoit  donné  avec 
la  raiibn,  on  trouveroit  l'antécédent  a=:bdy 
parce  que  bd  divifé  par  b  fait  d.  Enfin  fî 
l'antécédent  a  eil  donné  &  la  raifon  ^,  on 
trouvera  le  conféquent  b^j-,  car  en  di- 
vifant  l'antécédent  a  par  ce  conféquent  J, 
on  trouve  le  quotient  d^  c'efl-à-dire  la 
raifon, 

446. 

Tout  rapport  a',b  rede  confiant,  foit 
qu'on  multiplie  ou  qu'on  divife  l'antécé- 
dent &  le  conféquent  par  le  même  nom- 
bre ,  parce  que  la  raifon  refte  la  m.eme. 
Soit  ^  la  raifon  de  a:b^  on  a  ^=^y  or  la 
raifon  du  rapport  namb  ed  aufîij  =  J, 
&  celle  du  rapport  ^:^  eft  pareillement  | 

z:=,d. 

Z  iv 
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447- 

Quand  une  raifon  a  été  réduite  à  Tes  moin- 
dres termes ,  ü  eft  facile  d'en  reconnoître  le 
rapport  &  de  l'énoncer.  Par  exempl.  quand 
la  raifon  ^  a  été  réduite  à  la  fra^^ion^ ,  on 
dit  a:l?=zp:q  y  a\b::p'.q^  ce  qui  fe  pro- 
nonce 5  a  eft  à  /S  comme  /?  eft  à  ^.  Ainfî, 
la  raifon  du  rapport  6 : 3  étant  J  ou  2  ,  on 
dira  6:3  =  2:1.  On  aura  de  même  18:12 
;=3:2,&  24:iS:=4:3,  &  30:43^=^2:3 
&c.  Que  (i  la  raifon  ne  peut  s'abréger, 
le  rapport  ne  deviendra  pas  plus  clair  j  on 
ne  fimplifie  pas  en  difant  9:7  =  9:7, 

448. 

On  peut^  au  contraire ,  transformer  quel- 
quefois en  un  rapport  clair  &  fimple  celui 
de  deux  très-grands  nombres ,  favoir,  lorf- 
que  la  raifon  fe  réduit  à  de  très-petits  ter- 
mes. Par  exemple  y  quand  on  peut  dire 
28844:14422  =  2:1  ,ou  10566:7044=3 
è2j0u  j76oo:252Q9:=i6:7» 
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449- 

Il  eft  donc  efientiel ,  pour  exprimer  un 
rapport  quelconque  de  la  manière  la  plus 
claire  qu'il  foit  poffible ,  de  chercher  à  ré- 
duire la  raifon  aux  plus  petits  nombres  qu'il 
fe  puifle.  Cela  le  fait  facilement ,  en  divi- 
fant  les  deux  termes  du  rapport  par  leur  plus 
grand  commun  divifeur.  Par  exemple^  pour 
réduire  le  rapport  5  7600  :  2  5  200  à  celui-ci , 
16:7,  tout  conlîfte  dans  la  feule  opération 
de  divifer  les  nombres  576  6c  252  par  36, 
qui  efl  leur  plus  grand  commun  divifeur. 

450. 

On  voit  donc  aufîî  combien  il  importe 
qu'on  fache  toujours  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  deux  nombres  donnés  ; 
înais  c'eft  ce  qui  demande  une  méthode 
que  nous  détaillerons  dans  le  chapitre  fui- 
vant. 
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CHAPITRE     VIL 

Du  plus  grand  commun  Divifeur  de  deux 
Nombres  donnés, 

451. 

Il  eft  des  nombres  qui  n'ont  d'autre  com- 
mun divifeur  que  l'unité ,  &  quand  le  nu- 
mérateur &  le  dénominateur  d'une  fraftion 
font  de  cette  nature  ,  il  n'eft  pas  poiîible 
de  la  réduire  à  une  forme  plus  commode. 

On  voit ,  par  exemple  ,  que  les  deux 
nombres  48  &  3  5  n'ont  pas  de  commun 
divifeur,  quoique  chacun  ait  fes  divifeurs 
en  particulier.  C'efl  pourquoi  on  ne  peut 
exprimer  plus  fîmplement  le  rapport  48:3  5, 
parce  que  la  divifion  de  deux  nombres  par  i 
ne  les  rend  pas  plus  petits, 

452. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ont  un 
commun  divifeur ,  on  le  trouve ,  &  même 
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le  plus  grand  qu'ils  aient  ^  par  la  regle  fui- 
•vante  : 

Il  faut  divifer  le  plus  grand  des  deux 
nombres  par  le  plus  petit  j  on  divifera  en- 
fuite  par  le  réiidu  le  divifeur  précédent; 
ce  qui  refte  dans  certe  féconde  divi(ion> 
fervira  après  cela  de  divifeur  pour  une  troi- 
fîeme  divifion ,  dans  laquelle  le  réfidu  ou 
le  divifeur  précédent  fera  le  dividende,  & 
on  continuera  de  la  même  manière  jufqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  une  divifion  fans  refte; 
le  divifeur  de  cette  divifion ,  &  par  con- 
féquent  le  dernier  divifeur  ,  fera  le  plus 
grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
donnés. 

Voici  cette  opération  pour  les  deux  nom- 
bres 57Ö  &  252: 


57^ 

504 
72 


252 
216 

"7? 


I 


7^ 

IL 
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Ainfî  le  plus  grand  commun  divifeur  eil 
ici  35. 

453- 

Il  fera  bon  d'éclaircir  encore  cette  regle 
par  quelques  autres  exemples. 

Suppofons  qu'on  cherche  le  plus  grand 
commun  divifeur  des  nombres  504  &  3 1 2, 
on  aura: 
312 


504 
31^ 

I 

192 

312 
192 

I 

120 

192 

120 

I 

72 

120 

72 

I 

48 

72 
48 

24 


48(2 

48 


G. 


Ainfî  24  eft  le  plus  grand  commun  divi- 
feur ,  &  par  conféquent  le  rapport  504:3 121 
fe  réduit  à  la  forme  21:13. 


I}'  A   L 
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365 


454. 

Soit  donné  le  rapport  62 5 : 5  29 ,  &  qu'on 
cherche  le  plus  grand  divifeur  commun  en- 
tre ces  deux  nombres  : 

5^9 


625 

I 

5^9 
96 

529 

480 

5 

49 

49 

I 

47 

49 

47 

I 

2 

47 
46 

23 

I 

2 

2 

O. 

Donc  I  eft  ici  le  plus  grand  commun 
divifeur  ,  &  par  conféquent  on  ne  peut  ex- 
primer la  raifon  625:529  par  des  nombres 
plus  petits,  &  la  réduire  à  de  moindres 
termes. 
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455- 

Il  fera  néceiïaire  à  préfent  de  donner  aufS 
la  démbnftration  de  cette  regle.  Suppofons 
pour  cela  que  a  foit  le  plus  grand  &  /^  le 
plus  petit  des  nombres  donnés,  &  que  i 
foit  un  de  leurs  communs  divifeurs ,  on  com- 
prendra d'abord  que  a^  h  étant  divifibles 
par  (/,  on  pourra  auffi  divifer  par  d  les  quan- 
tités a  —  b ^  a — 2^  ,  a — t^b  y  &  en  général 
a  —  nb, 

456. 

Le  réciproque  n'efl:  pas  moins  vrai  ;  c'eil- 
à-dire  que  (i  les"  nombres  b  &  a — nb  font 
divifibles  par  d  ^  le  nombre  a  fera  aufli  di- 
vifible  par  d.  Car  71b  pouvant  être  divifés 
par  d  ^  on  ne  pourroit  divifer  a — nb  par  d, 
fi  a  n'étoit  pas  divifible  de  même  par  d» 

Nous  remarquerons  de  plus  que  (î  of  efl 
le  plus  grand  commun  divifeur  des  deux 
nombres  b  &  a — nb  ^  il  fera  aufli  le  plus 
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grand  commun  divifeiir  des  deux  nombres 
a  Si  L  Car  fî ,  pour  ces  nombres  a  Se  l>y 
un  divifeur  commun  plus  grand  que  d  pou- 
voit  avoir  lieu ,  ce  nombre  feroit  aufîi  un 
divifeur  commun  de  3  &  a — nl>y  &  par  con- 
féquent  d  ne  feroit  pas  le  plus  grand  divi- 
feur de  ces  deux  nombres.  Or  nous  venons 
de  fuppofer  d  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun kl?  8c  k  a  —  n6  ',  donc  il  faut  que  d  foit 
aufîi  le  plus  grand  commun  divifeur  de  a 

458. 

Ces  trois  chofes  étant  pofées ,  divifons , 
fuivant  la  regle ^  le  plus  grand  nombre  a  par 
le  plus  petit  ^  ,•  &  fuppofons  le  quotient  =ny 
nous  aurons  le  réfidu  a — nb ,  qui  ne  peut 
qu'être  plus  petit  que  3.  Or  ce  refte  a — ni? 
ayant  le  même  plus  grand  commun  divi- 
feur avec  l?  que  les  nombres  donnés  a  S>c  by 
on  n'a  qu'à  recommencer  la  divifion ,  en 
divifant  le  divifeur  précédent  b  par  ce  ré- 
fidu  a  —  nbi  le  nouveau  réiidu  qu'on  ob- 
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tiendra,  aura  encore,  avec  le  divifeur pré- 
cédent ,  le  même  plus  grand  commun  di- 
vifeur ,  &  ainß  de  fuite. 

459- 

On  continuera  donc  de  la  même  ma- 
nière ,  jufqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  di- 
vifîon  fans  refte,  c'efl-à-dire  où  le  ré(idu 
foit  zéro.  Soit  p  ce  dernier  divifeur ,  con- 
tenu exaélement  un  certain  nombre  de  fois 
dans  fon  dividende  j  ce  dividende  fera 
donc  divifibie  par/?,  &  aura  la  forme  mp ; 
ainfî  ces  nombres  p  &  mp  font  tous  les  deux 
divifibles  par  /? ,  &  il  eft  sûr  qu'ils  n'ont 
pas  de  plus  grand  commun  divifeur ,  parce 
qu'aucun  nombre  ne  peut  être  divifé  réel- 
lement par  un  nombre  plus  grand  que  lui- 
même.  Par  conféquent  c'eft  aufTi  ce  dernier 
divifeur  qui  eil:  le  plus  grand  commun  di- 
vifeur des  nombres  propofés  aÔz  h,  6^  voilà 
la  démonllration  de  la  regle  prefcrite^ 
460. 

Mettons  ici  encore   un  exemple  de  la 
même  regle ,  en  cherchant  le  plus  grand 

commua 
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commun  divifeur  des  nombres   1728  & 
2304.  Voici  l'opération: 


1728 


2304 
172.8 


576 


1728 

1728 


G. 


Il  s'enfuit  de-là  que  576  eil  le  plus  grand 
commun  divifeur  ^  &  que  le  rapport  1728 
:  2  3  04  fe  réduit  à  celui  -  ci ,  3  : 4  ;  c'eft-à- 
dire  que  1728  eft  à  2304  tout  comme  5 
eil  à  4. 


CHAPITRE     VIII. 
Des  Proportions  Géométriques, 


D 


ï. 


EUX  rapports  géométriques  font  égaux 
lorfque  leurs  raifons  font  égales.  Cette  éga- 
lité de  deux  rapports  fe  nomme  une propor^ 
tien  géométrique  ;  &  on  écrit ,  par  exemple, 
a:l>=zc:d ou  a:b\;  cd,  pour  indiquer  que 
Tome  L  A  a 
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le  rapport  a  :  ^  eil:  égal  au  rapport  c\d ;  maïs 
on  exprime  plus  fimplement  la  (ignification 
de  cette  formule ,  en  difant  ^  eft  à  /^  comme 
c  di  d.  Une  telle  proportion  efl  celle-ci, 
S  :  4=1 2:6  j  car  la  raifon  du  rapport  8:4 
eft  ]^ ,  &  c'eft  auffi  la  raifon  du  rapport 
12:6. 

462. 

Ainfî  a:b:=zc:d  étant  une  proportion 
géométrique ,  il  faut  qu'une  même  raifon 
ait  lieu  des  deux  côtés,  &  que  J=j;  & 
réciproquement  {1  les  fraélions  f  &  j  font 
égales,  on  a  a\bz=zc:d, 

463. 

Une  proportion  géométrique  confifle 
donc  en  quatre  termes  ,  tels  que  le  pre- 
mier ,  divifé  par  le  fécond  ,  donne  le  même 
quotient  que  le  troifieme  ,  divifé  par  le  qua- 
trième. On  déduit  de-là  une  propriété  im- 
portante ,  commune  à  toutes  les  propor- 
tions géométriques,  &  qui  eft  que  le  produit 
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du  premier  &  du  quatrième  terme  eft  tou- 
jours égal  au  produit  du  fécond  &  du  troifîe- 
me  ;  ou  plus  amplement ,  que  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens* 

464. 

Prenons ,  pour  démontrer  cette  proprié- 
té ^  la  proportion  géométrique  a:b:=zc:d^ 
de  forte  que^=j.  Si  on  multiplie  l'une  &: 
l'autre  de  ces  deux  fraftions  par  b ,  on  ob- 
tient a=i:~,  &  multipliant  de  plus  par  d 
des  deux  côtés  >  on  a  ad=zbc^  Or  ad  eft 
le  produit  des  termes  extrêmes ,  bc  eft  celui 
des  moyens ,  &  ces  deux  produits  fe  trou-« 


vent  égaux. 


465 


Réciproquement  (i  les  quatre  nombre^ 
ûf  b  ^  c  y  d  ,  font  tels  que  le  produit  des 
deux  extrêmes  a  Se  d  e(ï  égal  au  produit 
des  deux  moyens  />  &  c ,  on  eft  certain  qu'ils 
forment  une  proportion  géométrique.  Car, 
puifque  ad:~zbc  ^  on  n'a  qu'à  divifer  de  pare 

Aa  i; 
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&  d'autre  par  bd ^  on  aura  ^=zj^y  ou  -J 

=:~^  S^  par  conféquent  a:l?=::c:d» 

46Ö. 

Les  quatre  termes  d'une  proportion  géo- 
jn étriqué ,  comme  a'.b^=.c'.d,  peuvent  fe 
tranfpofer  de  différentes  manières,  fans  que 
la  proportion  ceffe  de  fubfiller.  Car  le  prin- 
cipal érant  toujours  que  le  produit  des  ex- 
trêmes foit  égal  au  produit  des  moyens, 
ou  ad=z:bc  ^  on  peut  dire:  1°.  b:a=^d'.c ; 
2.^ ,  a:c:=^b:d i  3°.  d:b^=zc:a  ^  4^,  d:c=:=b:a, 

467- 

Outre  ces  quatre  proportions  géométri- 
ques^ on  peut  en  déduire  encore  d'autres 
de  la  même  proportion ,  a:b=^c:d.  On  peut 
dire:  a-^-bia^  ou  le  premier  terme  plus 
le  fécond  ,  eft  au  premier  ,  comme  le  troi- 
iïeme-|- le  quatrième  eft  autroifieme,  c'ell- 
à-dire,  a-\-b:a  =  c-\-d:c. 

On  peut  enfuite  dire:  le  premier  —  le 
fécond  eft  au  premier  comme  le  troifieme 
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— le  quatrième  eft  au  troifieme ,  ou  bien 
a — b'.az=:=.c — d:c. 

Car  il  l'on  prend  le  produit  des  extrêmes 
&  des  moyens,  on  a  ac — bc^:^ac — ad^  ce 
qui  revient  évidemment  à  l'égalité  ad^zzbc. 

Enfin  il  eft  facile  aufii  de  démontrer  que 
a-^b'.b:^=.c-\-d:d  }  &  que  a — b:b:=:c — d:d, 

468. 

Toutes  les  proportions  que  nous  avons 
vu  dériver  de  a:bzz:zc:d  ^  peuvent  Te  repré- 
fenter  de  la  manière  générale  qui  fuit  : 
ma-^nb:pa~^qb::z::::mc-^nd:pc-^qd. 

Car  le  produit  des  termes  extrêmes  eil 
mpac-\^npbc^mqad-^nqbd ,  ou  ,  puifqu.e 
ad=ibc  j  ce  produit  devient  mpac-\-npbc 
'-^mqbc~\-nqbd.  De  plus  le  produit  des  ter- 
mes moyens  eft  mpac^mqbc-^npad-^nqbd ^ 
ou ,  à  caufe  de  adzz=Lbc ,  il  eft  mpac-^mqbc 
•^npbc-^-nqbd  y  ainfî  ces  deux  produits  font 
égaux. 

469. 

Il  eft  donc  clair  qu'une  proportion  géo- 
métrique ét^nt  donnée ,  par  exemple ,  6:y 

A  a  iij 
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:=io:5  )  ^"  P^^^  ^^  déduire  une  infinité 
d'autres  de  celle-ci.  Nous  n'en  mettrons  ici 
que  quelques-unes. 
3:6=5:10;  6:io:=:3:5^  9:6:^15:10; 

3:3=5  '  5i  9:15=3:55  9:3=^5  :5- 
470. 

Puifque  dans  toute  proportion  géomé- 
trique le  produit  des  extrêmes  efl  égal  au 
produit  des  moyens ,  on  peut ,  les  trois  pre- 
miers termes  étant  connus ,  trouver  par  leur 
moyen  le  quatrième.  Soient  les  trois  pre- 
miers termes  24: 15  =1:40  à....  comme  le 
produit  des  moyens  eft  ici  60c  ,  il  faut  que 
le  quatrième  terme  multiplié  par  le  premier, 
c'ell-à-dire  par  24  ,  faile  pareillement  600  ; 
par  conféquent  en  divifant  600  par  24 ,  le 
quotient  2  5  fera  le  quatrième  terme  cher- 
ché, &  la  proportion  entière  fera  24:1c 
t=r4o:2  5.  En  général  donc  ,  (i  les  trois  pre- 
miers termes  font  a:b=::zc'..»».  on  mettra  d 
pour  la  quatrième  lettre  inconnue  ;  6r  puif^ 
qu'il  faut  que  ad^^^k  ^  on  divifera  de  part 
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&  d'autre  par  a ,  &  on  aura  d-=  -^.  Ainii 
le  quatrième  terme  efl  =-7,  &  on  le  trou- 
ve en  multipliant  le  fécond  terme  par  le 
troifieme  ,  &  en  divifant  ce  produit  par  le 
premier  terme. 

471. 

Voilà  le  fondement  de  cette  regle  de  trois 
fî  célèbre  dans  l'arithmétique  ;  car  que  cher- 
che-ton  dans  cette  regle  ?  On  fuppofe  trois 
nombres  donnés ,  &  on  en  cherche  un  qua- 
trième qui  foit  avec  ceux-là  en  proportion 
géométrique  ;  de  façon  que  le  premier  foit 
au  fécond  comme  le  troifieme  eil  au  qua- 
trième. 

47^- 

Quelques  circonilances  particulières  fe 
préfentent  à  remarquer  ici. 

Dabord,  fi  dans  deux  proportions  les 
premiers  &  les  troifiemes  termes  font  les 
mêmes,  comme  dans  a-.hzz^c.d Sl  a:ß:=zc:gy 
je  dis  que  les  deux  féconds  &  les  deux  qua- 
trièmes termes  feront  aufîi  en  proportion 

Aa  iv 
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géométrique  ,  &  que  h\d^=.f\g.  Car  la  pre- 
mière proportion  fe  transformant  en  celle- 
ci  ,  a:c=^b'.d^  &  la  féconde  en  celle-ci ,  a:c 
==f'g-,  il  s'enfuit  que  les  raifons  b-.d  &  f.g 
font  égales  ,  puifque  chacune  d'elles  eft 
égale  à  la  raifon  a-.c.  Par  exemple  ,  fi  5  : i  oo 
c:==;2:40,  &  5:1 5=2:6,  il  faut  que  100:40 

473- 

Mais  fi  deux  proportions  font  telles  que 
\e^  termes  moyens  font  les  mêmes  dans  l'une 
&  dans  l'autre ,  je  dis  que  les  premiers  ter- 
mes feront  en  raifon  inverfe  avec  les  qua- 
trièmes. Ceft-à-dire  ,  fi  a:b=:c:d ,  &  ßb 
^^c:g,  il  s'enfuit  que  a:ßzzzg:d.  Soient,  par 
exemple  j  les  proportions  24:8  =  9:3  ,  & 
^:8:::=rc):i  2  ,  on  aura  24:6=12:3.  La  raifon 
en  efi:  évidente  :  la  première  proportion 
donne  ad:=:bc  ;  la  féconde  donne  fg=bc  i 
donc  ad:=fg^  &  a:f:z=:g:d,  ou  a:g=f:d, 

474- 

Deux  proportions  étant  données ,  on  peut 
toujours  en  faire  une  nouvelle ,  en  multi- 
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pliant  réparément  le  premier  terme  de  l'une 
par  le  premier  terme  de  l'autre  ,  le  fécond 
par  le  fécond ,  &  ainfi  des  autres  termes. 
Ceft  ainfi  que  les  proportions  a\bz=:c:d  & 
e\f=:=.g^.h  fourniront  celle-ci ,  ae\bß=:cg:dh^ 
Car  la  première  donnant  ad==.bc  ,  &  la  fé- 
conde donnant  eh=.fg^  on  aura  auffi  adek 
=bcfg.  Or  ade/i  eu.  le  produit  des  extrê- 
mes ,  &  ^(^fg  s^  1^  produit  des  moyens 
dans  la  nouvelle  proportion  ;  ainfi  ces  deux 
produits  étant  égaux ,  la  proportion  efi: 
vraie. 

475- 

Soient ,  par  exemple  ,  les  deux  propor- 
tions, 6:4=:=i5:io  &  9:12=^15:20,  leur 
combinaifon  donnera  la  proportion ,  6.9:4 

•  I2=:i::I  5.1  5:10.20, 

ou  54:48  =  225:200, 

ou       9  :  8^=:::       9:8. 

476. 

Nous  obferverons  enfin,  que  fi  deux  pro- 
duits font  égaux ^  comme  ad:z:z:bc^  on  peut 
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réciproquement  convertir  cette  égalité  en 
une  proportion  géométrique. 

On  a  toujours  l'un  des  faéleurs  du  pre- 
mier produit  à  un  des  fafteurs  du  fécond 
produit ,  comme  l'autre  fa^leur  du  fécond 
produira  l'autre  fafteur du ^«Œtproduit j 
c'eft-à-dire ,  dans  notre  cas  a:c=b:dy  ou 
azbz=c:d.  Soit  3.8^=4.6  ,  on  en  formera 
cette  proportion  ,  %'.j^==z6:'i, ,  ou  celle-ci, 
3:4:r:^6:8.  De  même  fi  3.5^=1.15  ,  on  aura 
3'i5— 1:5?  ou  5:1=15:3,  ou  3:11=15:5. 


CHAPITRE     IX. 

Remarques  fur  les  P ropornons  &  fur  leur 
ufage. 

Ail' 

V>  ETTE  théorie  eft  tellement  nécefîaire 
dans  la  vie  commune  ,  que  perfonne  pref- 
que  ne  peut  s'en  pafTer.  Il  y  a  toujours  pro- 
portion entre  les  prix  5c  les  marchandifesi 


¥ 
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&  quand  il  elt  queftion  de  différentes  ef- 
peces  de  monnoie  ^  tout  fe  réduit  à  déter- 
miner les  rapports  qui  font  emr'elles.  Les 
exemples  que  ces  réflexions  nous  fournif- 
fent ,  feront  très-propres  à  éclaircir  les  prin- 
cipes des  proportions ,  &  à  en  faire  voir 
Tutilité  dans  l'application. 

478. 

On  voudroit  favoir  ,  par  exemple  ,  le 
rapport  entre  deux  efpeces  de  monnoie  : 
fuppofons  un  louis  d'or  vieux  &  un  ducat; 
il  faudra  voir  d'abord  combien  ces  efpeces 
valent,  étant  comparées  à  une  même  ef- 
pece.  Ainfi  un  louis  vieux  valant  à  Berlin 
5  rixdales  &  8  gros ,  &  un  ducat  valant 
3  rixdales ,  fi  on  réduit  ces  deux- valeurs  à 
une  même  efpece  ;  foit  à  des  rixdales,  ce 
qui  donne  la  proportion  i  L.  :  i  D.::=  5  ^R. 
:  3  R.  ou  :=  1 6 : 9  ;  foit  à  des  gros ,  dans 
lequel  cas  on  aurait  i  L.:i  D.  1^:^:128:72, 
:=  1 6 : 9.  On  voir  que  ces  proportions  don- 
nent le  rapport  jufle  du  louis  vieux  au  ducatj 
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car  régalité  des  produits  des  extrêmes  & 
des  moyens  donne  dans  l'une  &  dans  l'autre 
9  louis  =^  1 6  ducats;  &  au  moyen  de  cette 
comparaifon  on  pourra  changer  en  ducats 
une  fomme  quelconque  de  louis  d'or  vieux, 
&  réciproquement.  Suppofez  qu'on  deman- 
de combien  looo  louis  vieux  font  en  ducats, 
vous  ferez  cette  regle  de  trois  :  9  louis  font 
16  ducats;  que  font  1000  louis?  &  vous 
répondrez,  1777  ^ducats. 

Que  (i  l'on  demandoit ,  au  contraire  , 
combien  1000  ducats  font  de  louis  d'or 
vieux,  il  faudroit  faire  cette  regle  de  trois: 
1 6  ducats  font  9  louis  ;  que  font  1 000  du- 
cats? réponfe  ^  çozMouis  d'or  vieux. 

479- 

Ici  (  à  Saint-Pétersbourg  )  la  valeur  du 
ducat  varie  &  dépend  du.  cours  du  change. 
C'efl  ce  cours  qui  détermine  la  valeur  du 
rouble  en  ftuvers  ou  fous  de  Hollande  ,  def- 
quels  105  font  un  ducat. 

Ainii  quand  le  change  eu  à  45  flu  vers, 
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on  a  cette  proportion  ,  i  rouble:  i  ducat 
=  45: 105  =  3:7^  &  de-là  l'égalité  :  7  rou- 
bles =  3  ducats. 

On  trouvera  par-là  combien  un  ducat 
fait  en  roubles  j  car  3  ducats  :  7  roubles 
:=  I  ducat  : . . . .  répoiife ,  2  -  roubles. 

Si  le  change  étoit  à  5  o  ftuvers ,  on  auroit 
cette  proportion  ,  i  rouble  :  i  ducat  =z^o 
:  105  =10:21  ,  ce  qui  donneroit  21  rou- 
bles =  I  o  ducats  ;  &  on  auroit  i  àuc2ii=i^^ 
roubles.  Enfin ,  quand  le  change  eft  à  44 
ftuvers ,  on  a  I  rouble  :  i  ducat  :  =^  44  :  i  o 5 , 
&  par  conféquent  i  ducat  :=  2 '-^  roubles 
=  2  roubles  38^-copeckes. 

480. 

Il  s'enfuit  de -là  qu'on  peut  aufîî  compa- 
rer enfemble  plus  de  deux  efpeces  de  mon- 
noie ,  ce  qu'on  a  très-fréquemment  occafion 
de  faire  dans  les  lettres  de  change.  Sup- 
pofons ,  pour  en  donner  un  exemple  ,  que 
quelqu'un  d'ici  ait  1000  roubles  à  faire 
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payer  à  Berlin  ,  &  qu'il  veuille  favoîr  com- 
bien cette  fomme  fait  en  ducats  à  Berlin. 

Le  change  eil:  ici  à  47  ^,  c'eft-à-d.  qu'un 
rouble  fait  47^ftuvers.  En  Hollande,  20 
ftuvers  font  un  florin  :  2-  florins  de  Hol- 
lande  font  une  rixdale  de  Hollande.  De 
plus  le  change  de  la  Hollande  avec  Berlin 
eft  à  142,  c'eft-à  dire  que  pour  100  rix- 
dales  hollandoifes  on  paye  à  Berlin  142 
rixdales.  Enfin  le  ducat  vaut  à  Berlin  3 
rixdales. 

481. 

Pour  réfoudre  maintenant  la  queftion 
propofée ,  allons  pas  à  pas.  En  commen- 
çant donc  par  les  fl:uvers ,  puifque  i  rouble 
=47^fl:uvers,  ou  2  roubles  =9 5  fluvers, 
nous  ferons  2  roubles tç 5  fluvers  =  1000... 
réponfe ,  47  5  00  fluvers  ;  &  fi  nous  allons 
plus  loin  &  que  nous  difions  ,  20  fluvers 
;  I  florin  :=  47  5  00  fluvers  : . . . .  nous  aurons 
2375  florins. 

De  plus,  2 ^florins  =1  rixdale  hollan- 
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doife ,  ou  5  florins  =  2  rixdales  hollandoî- 
fes  ;  on  fera  donc  5  florins  :  2  rixdales  hol- 
landoifes  :=:r  2  3  7  5  florins  : . . . .  réponfe  ,950 
rixdales  hollandoifes. 

Prenant  enfuite  les  écus  de  Berlin  fuivant 
le  change  à  142,  nous  aurons  100  rixdales 
hollandoifes  :  1 42  rixdales  ::=  9  5  o  :  au  qua- 
trième terme  ,1349  rixda  les  de  Berlin.  Paï^ 
fons  enfin  aux  ducats ,  &  difons  3  rixdales 
:  I  ducat =1 349  rixdales  à .... .  rép,  449 1 
ducats. 

482. 

Suppofons,  pour  rendre  ces  calculs  en- 
core plus  complets  ,  que  le  Banquier  de 
Berlin  fafle  difficulté  ,  fous  quelque  pré- 
texte que  ce  foit,  de  payer  cette  fomme, 
&  qu'il  ne  veuille  acquitter  la  lettre  de 
change  qu'à  raifon  de  cinq  pour  cent  de 
rabais,  c'efl:-à-dire  en  ne  payant  que  100 
au  lieu  de  T05 ,  il  faudra  encore  faire  cette 
regle  de  trois  :  i  o  5 : 1 00  =  449  j  à  un  qua- 
trième terme,  qui  eft  428 ^ducats. 
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483. 

Nous  venons  de  voir  qu'on  avoit  befoln 
'de  {îx  opérations  en  fe  fervant  de  la  regle 
de  trois  ;  or  on  a  trouvé  moyen  d'abréger 
extrêmement  ces  calculs  par  la  regle  qu'on 
nomme  regle  de  réduction.  Pour  expliquer 
cette  regle  ,  nous  coniidérerons  d'abord  les 
deux  antecedens  de  chacune  des  fix  opé- 
rations précédentes: 

I.)       2  roubles   :     95  ftuvers. 
IL)     20  ftuvers    :       i   ilor.  holl. 
III.)        5  flor.holl.:       2  rixd.  holl. 
IV.)   1 00  rixd.  hol.  :   142  rixd. 
V.)       3  rixdales  :        i   ducat, 
VI.)   105   ducats     :   100  ducats. 
Si  nous  repaflbns  à  préfent  fur  les  calculs 
ci  -  deflus  ,   nous  remarquerons  que  nous 
avons  toujours  multiplié  la  fomme  propo- 
fée  par  les  féconds  termes,  &  que  nous 
avons  divifé  les  produits  par  les  premiers 
termes  ;  il  eil  donc  clair  qu'on  parviendra 
au  même  réfultat,  en  multipliant  la  fomme 

propofée 
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propofée  toute  d  une  fois ,  par  le  produit 
de  tous  les  féconds  termes ,  &  en  divifant 
par  le  produit  de  tous  les  premiers  termes. 
Ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  qu'on  n'aura 
qu'à  faire  la  regle  de  trois  fuivante  :  com- 
me le  produit  de  tous  les  premiers  termes 
eft  au  produit  de  tous  les  féconds  termes, 
ainfi  le  nombre  de  roubles  donné  eft  au 
nombre  de  ducats  payables  à  Berlin. 

484. 

Ce  calcul  s'abrège  encore  davantage, 
quand  parmi  les  premiers  termes  il  s'en 
trouve  qui  ont  des  divifeurs  communs  avec 
quelques-uns  des  féconds  termes  ;  car  dans 
ce  cas  on  efface  ces  termes ,  &  on  met  à 
la  place  les  quotients  pro  venus  de  la  divifion 
par  ce  divifeur  commun.  L'exemple  précé- 
dent prendra  de  cette  manière  la  forme 
qu'on  va  voir  : 


» 


To 


me 


Bb 
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Roubles      2.         i9^;f  ftuv.  looo  r^^«* 
2-0.  I   flor.  Holland. 

<^.  ac  rixd.  holland. 

100.  142  rixd. 

3.  I   duc. 

3-0^.21.  jf  100  duc. 

6300  :  2698  ::==  1000    à.... 


7)26980. 

9)3^54(^- 

428(2.  Rip.  428 ^ducats. 

485. 

L'ordre  qu'il  faut  fuivre  en  fe  fervant  de 
la  regle  de  rédu£lion  eft  celui-ci  :  on  com- 
mence par  l'efpece  de  monnoie  dont  il  eil 
queftion ,  &  on  la  compare  avec  une  autre 
qui  doit  commencer  le  rapport  fuivant ,  dans 
lequel  on  compare  cette  féconde  efpece 
avec  une  troifieme ,  &  ainfi  de  fuite  ;  de 
façon  que  chaque  rapport  commence  par 
l'efpece  par  laquelle  le  rapport  précédent 
finiffoit  ',  on  continue  de  même  jufqu'à  ce 
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qu*on  arrive  à  l'efpece  fur  laquelle  on  de- 
mande la  réponfe ,  &  à  la  fin  on  tient  compte 
encore  des  faux  frais. 

486. 

Donnons  encore  d'autres  exemples ,  afin 
de  faciliter  la  pratique  de  ces  opérations. 

Si  les  ducats  gagnent  à  Hambourg  i  pout 
cent  (ur  deux  rixdales  de  banque ,  c'efh-à- 
dire  que  50  ducats  valent,  non  pas  100, 
mais  ICI  rixdales  de  banque  ,  &  que  le 
change   entre  Hambourg  &  Königsberg 
fuit  1 1 9  gros  de  Pologne  ,  c'eft  à-dire  que 
I  rixdale  banco  faffe  1 1 9  gros  polonois , 
combien  feront  1 000  ducats  en  florins  polo- 
nois? 30  gros  polonois  font  i  florin  polon. 
Ducat     I         :       z  rixd.  B°.  icooduc. 
*00   50  :  loi   rixd.  B°. 
I         :   1 1 9  gr.  pol. 
30         :       I   flor.  pol. 

1500  :  iioi^:=zio^(t)  duc.:.,.. 

3)120190. 

5)40063(1. 

8012(3.  i?e/>.  8oi2|fl.  p» 
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487. 

On  peut  aufîi  abréger  encore  un  peu  da- 
vantage ,  en  écrivant  le  nombre  qui  fait  le 
troifieme  terme  au-  deflus  du  fécond  rang  ; 
car  alors  le  produit  du  fécond  rang,  divifé 
par  le  produit  du  premier  rang ,  donnera 
la  réponfe  déllrée. 

Queßion,   On  fait  venir  à  Leipfîg  des 
ducats  d'Amfterdam ,  ayant  cours  dans  cette 
dernière  ville  à  raifon  de  5  flor.  4  ftuvers 
courans,  c'efl-à-dire  que  i  ducat  vaut  104 
fluvers  ,  &  que  5  ducats  valent  16  florins 
hollandois.  Si  donc  Vagio  di  B°.  eft  à  Amf- 
terdam  de  5  pour  cent,  c'efl-à-dire  que 
j[  05  courans  falTent  100  de  banque ,  &  que 
le  change  de  Leipfig  à  Amfterdam  ,    en 
argent  de  banque  ,  foit  133^  pour  cent , 
c'eft-à-dire  que  pour  1 00  rixdales  on  paye 
à  Leipfig  1 3  3  -  rixdales  -,  enfin  2  rixdales  de 
Hollande  faifant  5  florins  de  Hollande  ,  on 
demande  combien,  fuivant  ces  changes, 
il  faudra  payer  de  rixdales  à  Leipfig  pour 
1000  ducats? 


r>^  A  L   G   E  B  R  E,  3 §9 

jfM000  ducats. 

Ducats        ff"  '  2(5  fl.  holl.  cour. 

i(t)^,ii  :  4.a'0.i00  flor.  holl.  B*^. 

^  :  2  rixd.  B°. 

^00.5r  :  533  rixd.  à  Leipf. 

^i   '  3)?543^(i' 
7)18477(4- 
2639. 
i?e^.  2639^rixdaîes,  ou 
2639  rixdales  &  15 
bons  gros. 


CHAPITRE    X. 
Des  Rapports  compofés, 

488. 

V^N  obtient  àts  rapports  compofés  ^  en 
multipliant  par  ordre  les  termes  de  deux 
ou  de  plufieurs  raifons ,  les  antecedens  par 
les  antecedens,  &  les  conféquens  par  les 

Bb  iij 
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conféquens  ;  &  on  dit  alors  que  le  rapport 
entre  ces  deux  produits  efl  compojé  des  rap* 
ports  donnés. 

Ceft  ainii  que  les  rapports  a:B  ,  c:d,e:f 
donnent  le  rapport  compoié  aceibdf{*), 

489. 

Une  raifon  reftant  toujours  la  même, 
quand  ,  pour  l'abréger ,  on  divife  fes  deux 
termes  par  un  même  nombre  ,  on  peut  fa- 
ciliter beaucoup  la  compofitioji  ci-defTus 
en  comparant  les  antecedens  &  les  confé- 
quens dans  le  deffein  de  faire  de  telles  ré- 
du6tions ,  ainfi  que  nous  l'avons  fait  dans 
le  chapitre  précédent. 

Voici ,  par  exemple ,  comment  on  trouve 
le  rapport  compofé  des  rapports  donnés 
qui  fuivent. 

(*)  Chacune  de  ces  trois  raifons  eft  ditç  être  une  des 
facines  de  la  raifon  compofée. 
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Rapports  donnés, 
12:25,  28:33,  ^  55*5<^- 

^^,^,2   :      5.^;f. 

2  :     5. 
Donc  1:5   eft  la  raifon  compofée  qu'on 
cherchoit. 

Le  même  procédé  a  lieu,  quand  il  s'agit 
d'opérer  en  général  fur  des  lettres  j  &  le 
cas  le  plus  remarquable  eft  celui  où  chaque 
antécédent  eft  égal  au  conféquent  de  la 
raifon  précédente.  Si  les  raifons  données 
font 

a  :  b 

h  :  c 

c  :  d 

die 

e  :  a  j 
la  raifon  compofée  eft  1:1. 

ßb  IV 
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491. 

On  verra  l'utilité  de  ces  principes ,  en 
remarquant  que  deux  champs  quarrés  ont 
entr'eux  un  tel  rapport ,  compofé  des  rap- 
ports des  longueurs  &  des  largeurs. 

Soient,  par  exemple^  les  deux  champs 
A  ^  B  ;  que  A  ait  5  00  pieds  de  longueur 
fur  60  pieds  de  largeur ,  &  que  la  longueur 
^e  B  foit  de  360  pieds,  &  fa  largeur  de 
1 00  pieds  ;  le  rapport  des  longueurs  fera 
500:360,  &L  celui  des  largeurs  60:100. 
Ainfi  l'on  a 

;f00^5   :  6,^^0. 
^0      :      1^00. 

Donc  le  champ  A  eil  au  champ  ^^  comme 
5  à  6, 

492. 

Autre  exemple.  Soit  le  champ  A  long 
de  720  pieds,  large  de  88  pieds  ;  le  champ 
B  long  de  669  pieds ,  &  large  de  90  pieds> 
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on  compofera  les  rapports  de  la  manière 
qui  fuit  : 

Rapport  des  long.  -jJf^^jS      :   15,^0,^^0. 
Rapport  des  larg.     %Z  %  i  -.  ^0. 

Rap.  des  champs  A  SlB  16  :  15. 

493- 

De  plus ,  s'il  s'agit  de  comparer  deux 
chambres  relativement  à  Tefpace  ou  au  con- 
tenu ,  on  obfervera  que  ce  rapport  eft  com- 
pofé  de  trois  rapports  ;  favoir ,  de  celui  des 
longueurs ,  de  celui  des  largeurs  &  de  celui 
des  hauteurs.  Soit ,  par  exemple  ,  la  cham- 
bre A ,  dont  la  longueur  =36  pieds,  la 
largeur  z:^i6  pieds,  &  la  hauteur  ;::=I4 
pieds  ;  &  la  chambre  B ,  dont  la  longueur 
=  42  pieds,  la  largeur  =.14  pieds,  &Ia 
hauteur  =10  pieds  j  on  aura  ces  trois 
rapports  : 

pour  la  longueur  ;^$,$  :  ^2,ij, 
pour  la  largeur  i$,^,i  :  ^^,^. 
pour  la  hauteur     ^^^,2      :  -10,5. 

4  :     5« 
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Ainfi  le  contenu  de  la  chambre  A  eft  au, 
contenu  de  la  chambre  B  comme  4  à  5 , 

494. 

Lorfque  les  raifons  qu'on  compofe  de 
cette  manière  font  égales ,  il  en  réfulte  des 
raifons  multiples.  Savoir ,  deux  raifons  éga- 
les donnent  une  raifon  doublée  ou  quarrée i 
trois  raifons  égales  produifent  la  raifon  tri- 
plée ou  cubique ,  &  ainfi  de  fuite.  Par  exemp, 
les  raifons  a'.b  &  a:b  donnent  la  raifon 
compofée  aa\bb  ;  c'eft  pourquoi  Ton  dit 
que  les  quarrés  font  en  raifon  doublée  de 
leurs  racines.  Et  le  rapport  a:b  multiplié 
trois  fois ,  donnant  le  rapport  a^  :  b\  on  dit 
que  les  cubes  font  en  raifon  triplée  dç  leurs 
racines. 

495. 

On  enfeigne  dans  la  Géométrie  que  deux 
efpaces  circulaires  font  en  raifon  doublée 
de  leurs  diamètres  ;  cela  ßgnifie  qu'ils  font 
l'un  à  l'autre  dans  le  rapport  des  quarrés 
de  leurs  diamètres. 
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Soit  A  un  tel  efpace  dont  le  diamètre 
n=45  pieds,  &  ^  un  autre  efpace  circu- 
laire dont  le  diamètre  =:  30  pieds  ;  le  pre- 
mier efpace  fera  au  fécond  comme  45.45 
à  30.30,  ou,  en  compofant  ces  deux  rai- 
fons  égales , 

9  :  4- 
Donc  ces  deux  aires  font  entr'elles  comme 
9  à  4. 

496. 

On  démontre  aufii  que  les  folidités  des 
fpheres  font  en  raifon  cubique  des  diamè- 
tres de  ces  globes.  Ainfi  le  diamètre  d'un 
globe  A  étant  i  pied  ,  &  le  diamètre  d'un 
globe  B  étant  2  pieds  ,  la  folidité  de  A  fera 
à  celle  de  B  comme  i'  :  2%  ou  comme 
I  à  8. 

Si  donc  ces  fpheres  font  d'une  même 
înatiere,  la  fphere  B  pefera  8  fois  autant 
que  la  fphere  A, 
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497- 

On  voit  qu'on  peut  trouver  par-là  le  poids 
des  boulets  de  canon ,  leurs  diamètres  & 
le  poids  d'un  feul  étant  donnés.  Soit ,  par 
exemple ,  le  boulet  A  dont  le  diamètre  :==:  2 
pouces ,  &  le  poids  =  5  livres  ,  &:  qu'on 
demande  le  poids  d'un  autre  boulet  dont 
le  diamètre  feroit  de  8  pouces ,  on  aura 
cette  proportion ,  2^  :  8^  ^=5  ;  au  quatriè- 
me terme  ,320  liv.  qui  indique  le  poids  du 
boulet  B,  On  auroit  pour  un  autre  boulet 
C ,  dont  le  diamètre  feroit  :=:  1 5  pouces , 
2^:15^  =  5  :....  Rép,  2 1 09 1 liv. 

498. 

Quand  on  cherche  le  rapport  de  deux 
fractions ,  comme  j'.j,  on  peut  toujours 
l'exprimer  en  nombres  entiers  ;  car  on  n'a 
qu'à  multiplier  les  deux  fractions  par  bd^ 
on  obtiendra  le  rapport  ad:bc  qui  eft  égal 
à  l'autre ,  &  d'où  réfulte  la  proportion  ^  :  ^ 
=iad:hc.  Si  donc  ad  &  bc  ont  des  divifeurs 
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communs ,  le  rapport  pourra  fe  réduire  à 
de  moindres  termes.  Cefl  ainfi  que  ^  :  -j| 
=  1 5.36: 24.25=9: 10. 

499. 

On  voudroit  favoir  encore  quel  efl  le 
rapport  des  fraâiçnsj&J-j  il  eft  clair  qu'on 
aura^:  ^=^f»îri  ce  qu'on  exprime  en  di- 
fant  que  deux  fra6lions  qui  ont  l'unité  pour 
numérateur ,  font  en  raifon  réciproque  ou 
inverfe  de  leurs  dénominateurs.  On  dit  la 
même  chofe  de  deux  fraftions  qui  ont  un 
même  numérateur  quelconque  ;  car  '-  :  -| 
z=:.b\a.  Mais  (î  deux  fraftions  ont  leurs  dé- 
nominateurs égaux,  commej:-,  elles  font 
en  raifon  direcle  des  numérateurs ,  favoir , 
comme  a-.b,  Ainfi|:^=^:^  =  (S:3=2:i, 

y:^=:io;i5  ,  ou  =:z:  3. 

500. 

On  a  remarqué  dans  la  chute  libre  des 
corps ,  qu'un  corps  tombe  de  1 5  pieds  dans 
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une  féconde ,  que  dans  deux  fécondes  de 
temps  il  tombe  de  la  hauteur  de  60  pieds, 
&  que  dans  trois  fécondes  il  tombe  de  1 3  5^ 
pieds  ;  on  en  a  conclu  que  les  hauteurs  font 
entr'elles  comme  les  quarrés  des  temps, 
&  que  réciproquement  les  temps  font  en 
^y^^     raifon  fous-doublée  des  uam^^ ,  ou  comme 

— — les  racines  quarrées  des  1^^&. 

Si  donc  on  demande  combien  de  temps 
il  faut  à  une  pierre  pour  tomber  de  la  hau- 
teur de  2160  pieds  ^  on  aura  iy.i\6o^=^i 
au  quarre  du  temps  cherché.  Ainfi  le  quarre 
du  temps  cherché  eft  1 44 ,  &  par  confé- 
quent  le  temps  qu'on  demande  eft  1 2  fé- 
condes. 

5OÎ. 
On  demande  combien  de  chemin^  ou 
quelle  hauteur  ,  une  pierre  pourra  parcou- 
rir en  tombant  pendant  une  heure  de  tems  , 
c'eft-à-dire  en  3600  fécondes?  On  dira 
donc,  comme  les  quarrés  des  temps ,  c'eft- 
à-dire  1'  :  3600*  j  ainfi  la  hauteur  donnée 
:=  1 5  pieds  ^  à  la  hauteur  cherchée. 
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:  12960000^=15:....  194400000  haut*". 
15  cherchée» 

64800000 
12.96 


194400000. 

Si  nous  comptons  maintenant  18000 
pieds  pour  une  lieue ,  nous  trouverons  cette 
hauteur  de  10800  ,  &  par  conféquent  près 
de  quatre  fois  plus  grande  que  le  diamètre 
de  la  Terre. 

502. 

Il  en  eft  de  même  à  l'égard  du  prix  des 
pierres  précieufes ,  lefquelles  ne  fe  vendent 
pas  dans  la  proportion  des  poids  j  tout  le 
monde  fait  que  ces  prix  fuivent  un  plus 
grand  rapport.  La  regle  pour  les  diamans 
ell ,  que  le  prix  eil  en  raifon  quarrée  du 
poids ,  c'eft-à-dire  que  le  rapport  des  prix 
eft  égal  à  la  raifon  doublée  des  poids.  On 
exprime  le  poids  des  diamans  en  carats, 
&  un  carat  vaut  4  grains ,  fi  donc  un  dia- 


40O  Elément 

mant  d'un  carat  vaut  lo  liv.  un  diamant 
de  100  carats  vaudra  autant  de  fois  lo 
livres ,  que  le  quarre  de  i  oo  eft  plus  grand 
que  1 5  ainfi  on  aura ,  fuivant  la  regle  de 
trois , 

1*:      100*  =10  liv.  : 
ou   I  :  loooo  =ro: Rép,  looooo  liv, 

11  y  a  un  diamant  en  Portugal  qui  pefe 
i68o  carats  j  fon  prix  fe  trouvera  donc  en 
faifant 

I*:        i68o*=ioliv.  : ou 

I  :  2822400  =10  :   28224000  liv. 

503. 

Les  poftes  fourniffent  aflez  d'exemples 
de  rapports  compofés ,  parce  qu'elles  fe 
payent  en  raifon  compofée  du  nombre  des 
chevaux  &  de  celui  des  lieues  ou  des  pofles. 
Par  exemple  ,  un  cheval  fe  payant  20  fous 
par  pofte  ,  qu'on  veuille  favoir  ce  qu'on 
aura  à  payer  pour  28  chevaux  &  pour  4-^ 

pofles  ? 
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poftes?  On  écrira  d'abord  le  rapport  des 

chevaux, i   :     28^ 

fous  ce  rapport  on  mettra  celui  îVl'- 

des  poftes^ 2  :       9^ 

&  compofant  les  deux  rapports,  " 

on  aura 2  ;  252, 

ou  I  :  1 26:=:  I  liv.  à  1 16  fr.  ou  42  écus. 
Autre  queßion.  Si  on  paye  un  ducat  pouf 
huit  chevaux  par  trois  milles  d'Allemagne, 
combien  coûteront  trente  chevaux  pour 
quatre  milles  ?  On  fera  le  calcul  fuivant  : 

I   :   5  :r=  I  duc.  :  au  4^.  terme  ,  qui 

fera  5  duc* 

504. 

La  même  compoiîtion  des  rapports  fe 
préfente ,  quand  il  ell  queftion  de  payer 
des  Ouvriers ,  puifque  ces  payemens  fui- 
vent  ordinairement  la  raifon  compofée  du 
nombre  des  Ouvriers  &  de  celui  des  jours 
qu  on  les  a  employés. 

Tome  L  Ce 
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Si  on  donne  ,  par  exemple  ,  25  fous  paf 
jour  à  un  Maçon,  &  qu'on  demande  ce 
qu'il  faudra  payer  à  vingt- quatre  Maçons 
qui  auront  travaillé  pendant  50  jours?  On 
fera  ce  calcul  : 

I   :  24 

I   ;   50 


I  :  1200=25: 1500  francs 

M 

20)30000(1500. 
Comme  dans  ces  fortes  d'exemples  on' 
a  cinq  données  ,  on  nomme  dans  les  livres 
d'Arithmétique  regle  de  cinq  ,  celle  qui 
fert  à  réfoudre  ces  queftions. 


^< 


V 


u 
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CHAPITRE     XL 

Des  P  rogrejßons  géométriques^ 

505. 


NE  fuite  de  nombres  qui  deviennent 
toujours  un  même  nombre  de  fois  plus 
grands  ou  plus  petits  ,  fe  nomme  une  pro^ 
grejjion  géométrique ,  parce  que  chaque 
terme  eft  conftamment  au  fuivant  dans  le 
même  rapport  géométrique.  Et  le  nombre 
qui  indique  combien  de  fois  chaque  terme 
eft  plus  grand  que  le  précédent ,  s'appelle 
Yexpofanti  Ainfi,  quand  le  premier  terme 
eft  I  &  l'expofant  :=  2  j  la  progrefllon  géo» 
fnétrique  devient; 

Termes  i ^  2,  3,  4,  5  j  5,  7,  8,  9  &C* 
Progr.  I,  2,  4,8,  16,  32,64, 128,  256  &:c<i 
les  nombres  1,2,3  &:c.  marquant  tou« 
jours  les  quantièmes  termes  de  la  progreil- 
fion. 

Ce  ij 
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506. 

Si  on  fuppofe ,  en  général ,  le  premier 
terme  =^ad^  l'expofant  :i^/^ ,  on  a  la  pro- 
grefiion  géométrique  fuivante  : 

ijij  3>   4,    5  >    ^>   7  y  8....  n, 

Pro^r.a^ah^ah^ yüh^ ^ah'' ^ah^ ,ab^ ^ay „  j^""', 
Ainfi ,  quand  cette  progreffion  eft  de  n 
termes,  le  dernier  terme  eft  =zzab''-'^.  Il 
faut  remarquer  ici ,  que  fi  l'expofant  ^  efl: 
plus  grand  que  l'unité  ,  les  termes  augmen- 
tent continuellement  j  que  fi  l'expofant  ^::=i, 
les  termes  font  tous  égaux  j  enfin ,  que  fi 
l'expofant  b  efi:  plus  petit  que  i  ,  ou  qu'il  ait 
une  fraftion  ,  les  termes  décroiflent  fans 
celTe.  Ainfi  quand  az=:zi  &  ^;=^,  on  a 
cette  progrefîion  géométrique  : 

T     -     -     i     —     —     —     —    &c 

507. 
Ici  fe  préfentent  donc  à  confidérer: 
L)  Le  premier  terme  que  nous  avons  nom- 
mé j. 
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II.)  L'expofant ,  que  nous  appelions  h, 
III.)  Le  nombre  des  termes ,  que  nous  avons 

indiqué  par  n, 
IV.)  Le  dernier  terme  ,  que  nous  avons 

trouvé  zz:zab''-'^. 

Ainß ,  quand  les  trois  premières  de  ces 
parties  font  données  ,  on  trouve  le  dernier 
terme ,  en  multipliant  par  le  premier  terme 
n  la  ;z — i*^  puiffance  de  ^  ,  ou  b"-'^. 

Si  on  demandoit  donc  le  50^  terme  de 
la  progreffion  géométrique  1,2,4,8, 
&c.  on  auroit  a=^i  ,  ^=2  &  72=50; 
par  conféquent  le  50^  terme  =2'*'.  Or  2' 
ëtant=5i2;  2'°  fera=io24.  Donc  le 
quarre  de  2'°,  ou  2'%  ^^^lo^^^^yG y  &le 
quarre  de  ce  nombre  ,  ou  10995  ^  '^^'^111^ 
==r2'*°.  Multipliant  donc  cette  valeur  de 
i^°  par  2^  ou  par  512,  on  a  2"*^  égalant 
562949953421312. 

508. 

Une  des  principales  queflions  qui  fe  pré- 
fentem  dans  cette  matière ,  c'eft  de  trouver 

Ce  iij 
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la  fomme  de  tous  les  termes  d'une  pro 
greflion  géométrique  j  nous  allons  donc  en 
expliquer  la  méthode.  Soit  donnée  d'abord 
la  progrelîion  fuivante ,  comppfée  de  dix 
termes  : 

I,  2,  4,  8,  i6,  32,  64,  128,  256,  5 ï2, 
dont  nous  indiquerons  la  fomme  par/,  de 
forte  que: 

/==  I -r  2  +  4  +  8  + 1 6  +  3  2  +  6  4  + 1 2  8  +  2  5  (> 
H-5I2  ,  nous  aurons,  en  prenant  le  double 
de  part  &  d'autre ,  2/=2-[-4-]-8-}-i  6-J-3  2 
'-|-(>4-pi2.8-j-2  5(5-j-io24.  Otant  de  ceci 
la  progreffion  indiquée  par/,  ilrefle 
/:=io24  —  I  r::^io23  j  donc  la  fomme 
cherchée  ==1023. 

509, 

Suppofons  maintenant  que  dans  la  même 
progrelîion  le  nombre  des  termes  foit  indé^ 
terminé  &:  =  «  ,  de  façon  que  la  fomme  en 
queftion,  ou/j  foit=i-|-2-|-2''^2^  -j-2'* 
,...  2''~^  Si  on  multiplie  par  2 ,  on  a  2/^2 
^2.^ -j-2^  -^z^ ....  2" ,  &  fouftrayant  de 
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cette  égalité  la  précédente,  on  aß=ii" — ^i. 
On  voit  donc  que  la  femme  cherchée  fe 
trouve ,  en  multipliant  le  dernier  terme , 
2"~',  par  l'expofant  2  ,  afin  d'avoir  2",  & 
en  fouft rayant  de  ce  produit  l'unité. 

510. 

Cela  devient  encore  plus  clair  par  les 
exemples  fuivans  ,  où  nous  fubflituerons 
fucceffivement  à  n  les  nombres  1,2,3, 
4)  &c. 

ir=l  ;  i-\-i=z^',  n-2+4=7J  1+2+4+8 
—  M;  i+2-+4+8+i6=3i  5  I+2.+4 
-]-8-[-i(S+3  2:^63,  &c. 

511. 

On  propofe  ordinairement  dans  cette 
matière  la  queilion  qui  fuit  :  Un  homm.e 
propofe  de  vendre  fon  cheval  par  les  doux, 
qui  font  au  nombre  de  325  il  demande  i 
liard  pour  le  premier  clou  ,  2  liards  pour 
le  fecofîd  clou ,  4  liards  pour  le  troifieme 
clou,  8  liards  pour  le  quatrième,  &  ainli 

Ce  iv 
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de  iliite  ,  en  demandant  pour  chaque  clou 
le  double  du  prix  du  précédent.  On  de- 
mande quel  feroit  le  prix  du  cheval  ? 

.  Cette  queftion  fe  réduit  évidemment  à 
trouver  la  femme  de  tous  les  termes  de  la 
pr®greflion  géométrique  i ,  2  ,  4  ,  8  ,  16  ^ 
&c.  continuée  jufqu'au  32^  terme.  Or  ce 
dernier  terme  eft  2 ^  '  j  &  comme  nous  avons 
trouvé  plus  haut  2*°=^io48576  ,  &  2*° 
•;=^ioz4  ,  nous  aurons  2"°.  2'°  =  2^°  égal  à 
1073741824  ;  &  en  multipliant  encore  par 
2  ,  le  dernier  terme  2^ '^r::2 147483648  ; 
en  doublant  donc  ce  nombre  &  en  retran- 
chant Tunité  du  produit,  la  fornme  cher- 
chée devient  4294967 29  5  Hards.  Ces liards 
font  1073741823^  fous  i  &  divifant  par  20 
on  a  5  3687091  liv.  3  f  9  den.  pour  le  prix 
cherché. 

Soit  à  préfcnt  Texpofant  =3  ,  &  qu'il 
s'agifTe  de  trouver  la  fomme  de  la  progref- 
(ion  géométrique  i^,  3  ,  9  ^  27 ,  81 ,  243  j 
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729  ,  compofée  de  7  termes.  Suppofons-la 
pour  un  moment  ^=/,  de  forte  que 
/z^i  +  3  +  9  4-27  +  81 +  243 +729. 

Nous  aurons ,  en  multipliant  par  3  : 
3/=  3 +9-1-27+81+243-1-729+2187. 
Et  fouftrayant  la  férié  précédente  ,  nous 
avons  27—2187 — i;:=2i86.  Ainfi  le  double 
de  la  fomme  efl  =  2186 ,  &  par  confé- 
quent  la  fomme  cherchée  ^=1093. 

513- 

Soit  dans  la  même  progrefïïon  le  nombre 
des  termes  =/z,  &:  la  fomme  =^J ;  de  forte 

que/:=.i+3+3=+3^+3'+....3"-^ 
Si  on  multiplie  par  3  ,  on  a  3/=  3 +  3' 
+3^ +3"*  +  . . ..  3".  Souflrayant  de  ceci 
la  valeur  de  /,  comme  tous  les  termes  de 
celle  -  ci  ,  excepté  le  premier  ,  détruifent 
tous  les  termes  de  la  valeur  de  3/,  ex- 
cepté le  dernier  ,    on  aura  2/=  3"  —  i^ 

donc  /=  - — .    Ainfi  la  fomme  cherchée 

2 

fe  trouve  en  m.ultipHant  le  dernier  terrae 
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par  3  ,  en  fouftrayant  i  du  produit ,  &  en 
divifant  le  refte  par  2.  Ceft  ce  qu'on  voit 
aufîi  par  les  exemples  fuivans:  1=^1  ;  i-j-^ 
^  —  ^A',  i+3+9:='-Ç:-^=:l3;  1+3+9 
+  27==^-  =  40j  1  +  3  +  9  +  27  +  81 


=^•—=121. 

2 


514. 

Suppofons  maintenant ,  en  général ,  le 
premier  terme  =:a^  rexpofant  r=/^,  le 
nombre  des  termes  r=;z,  &  leur  fomme 
^=^f^  en  forte  que 

Si  nous  multiplions  par  b ,  nous  avons 
hf~ab-\-ab'-^ab'-{-ab'-\-ab'-\~,...ab% 
&  fouftrayant  l'égalité  précédente  il  refte 
(^ — i)f^=^cib'' — ai  d'où  nous  tirons  faci- 
lement la  fomme  cherchée /=— 7 .  Par 

conféquent  la  fomme  d'une  progrefiion  géo- 
métrique quelconque  fe  trouve  ,  fi  on  muU 
tiplie  le  dernier  terme  par  l'expofant  de  la 
progreiïïon ,  qu'on  fouflraie  du  produit  le 
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premier  terme  6c  qu'on  divife  le  refte  par 
rexpofant  diminué  de  l'unité. 

5M- 

Soit  une  progreffion  géométrique  de  fept 
termes ,  dont  le  premier  ::=  3  ,  &  que  l'ex- 
pofant  foit  :=  2 ,  on  aura  a=z'^  ,  b=:.i  & 
n=^j  ',  donc  le  dernier  terme  :=r  3.2^ ,  ou 
3 .64:=i  9 2  j  &  la  progreffion  entière  fera 
3,6,  12 ,  24,  48,  96,  192. 

Si  de  plus  on  multiplie  le  dernier  terme 
19 2  par  l'expofant  2  ,  on  a  384  j  ôtant  le 
premier  terme  3  ,  il  refte  3S1  j  &  divilanî: 
ceci  par  b  —  i  ou  par  i ,  on  a  3  Si  pour  la 
fomme  de  toute  la  progreffion. 

516. 

Soit  encore  une  autre  progreffion  géo- 
métrique de  fix  termes ,  que  4  en  foit  le 
premier,  &  c|ue  l'expcfant  foit  :::^7.  La 
progreffion  eil: 

* .    ?  9?  r.»  T?  r« 


i 
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Multiplions  ce  dernier  terme  ^^^  par  Tex- 
pofant^  ,  nous  aurons  ^^  ;  la  fouftraftion 
du  premier  terme  4  iailTe  le  refte  ^^  ,  qui, 
divifé  par  b~i=\,  donne ^-|-' ^^ 3  f  • 

517-    • 

Lorfque  l'expofant  eft  plus  petit  que  i, 
&  que ,  par  conféquent ,  les  termes  de  la 
progreffion  vont  toujours  en  diminuant, 
on  peut  indiquer  la  fomme  d  une  telle  pro- 
greffion décroifîante  qui  iroit  à  l'infini. 

Soit  j  par  exemple  ,  le  premier  terme 
:==:i ,  l'expofant  =^~y  &  la  fomme  =^fy  en 
forte  que  : 

fans  fin. 

Si  on  multiplie  par  2  ,  on  a 

fans  fin. 

Et  fouflrayant  la  progreffion  précédente, 
il  reile  f=^  1  pour  la  fomme  de  la  progref- 
fion infinie  propofée. 
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518. 

Si  le  premier  terme  =:  i ,  l'expofant  =:-^ , 
&  la  fomme  =/,•  de  façon  que 

On  multipliera  le  tout  par  3  ,  on  aura 
3/==î+I+i+l-f  J^+  &c.  à  l'infini; 
&  fouflrayant  la  valeur  de  /,  il  reße  2/ 
=  3  3  donc  la  fomme /:=i^. 

519. 

Qu'on  ait  une  progrefîion  dont  la  fomme 
=^/,  le  premier  terme  ^=2 ,  l'expofant  :=|; 
de  façon  que 

/=^+i+l  +  57  +  ^s  +  '  &c.  à  l'infim. 
Multipliant  par  ^  on  aura  ^/^ô  "I"  ^  4"I 
+l  +  jr  +  ä+.  &c-  fans  fin.  Or  fouf- 
trayant  la  progrefîion  /,  il  refte  \f^=  t  j 
donc  la  fomme  cherchée  :=8. 

520. 
Si  on  fuppofe ,  en  général ,  le  premier 
terme  :==a ,  &  l'expofant  de  la  progrefîion 
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:i=-,  de  manière  que  cette  fraftion  foît  plus 
petite  que  i ,  &  par  conféquent  c  plus  grand 
aue  h:  voici  comment  on  trouvera  la fom- 
me  de  cette  progrefîion  poufTée  à  l'infini  : 
on  fera 

fans  fin. 

Multipliant  par  ~ ,  on  aura 

Et  fouftrayant  cette  égalité  de  la  précé- 
dente ,  il  refte  (i  —  -)  f=za^ 

a 
Par  conféquent /i=:—7T* 

Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  cette 
fra6lion  par  c,  on  a/=^.  La  Tomme  dé 
la  progrefîion  géométrique  infiaie  propcfée 
fe  trouve  donc  en  divifant  le  pierrier  terme 
a  par  i  moins  l'expofant ,  ou  bier  en  mul- 
tipliant le  premier  terme  a  par  le  dénomina- 
teur de  l'expofant ,  &  en  divifant  1 1  produit 
par  le  même  dénominateur  diminué  du  nu* 
mérateur  de  l'expofant* 
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521* 

On  trouve  de  la  même  manière  les  fom- 
mes  des  progrefîions ,  dont  les  termes  font 
afFe6^és  alternativement  des  (ignés  +  &  — • 
Soit ,  par  exemple , 

r  ab   t  ^^^        ah      .    ah  „ 

Si  on  multiplie  par  j ,  on  a 

-/=— i — 3 4-  occ. 

«•^       *         c  c  c 

Et  (î  on  ajoute  cette  égalité  à  la  pré- 
cédente ,  on  obtient  (i-j-^)/^^.     D'où 

l'on  tire  la  fomme  cherchée  f:^ j  ,  ou 

J e+b* 

522. 

On  voit  donc  que  (i  le  premier  terme 
a=|,  &  l'expofant  =j,  c'eft-à-dire ,  h 
:=2  &  c=5  ,  on  trouvera  la  fomme  de 
la  progreflion  1+^^-1-^.  +  ^^  +  &c.  =1  j 
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puifqu'en  fouftrayant  rexpofant  de  i  il  ref-* 
tera  | ,  &  qu'en  divifant  le  premier  terme 
par  ce  refte ,  le  quotient  eft  i . 

On  voit  en  fécond  lieu  que  (î  les  termes! 
font  alternativement  pofitifs  &  négatifs,  & 
que  la  progreffion  ait  cette  forme: 

la  fomme  fera 


a 


3 

5         3 


y     b  7—7- 

523. 

Autre  exemple.  Soit  la  progreffion  infinie 
i_4_  X  J-  J_  J__i_J il__L.^c 

10   I   100   I   1000   I   lOOOO   I   lOOOOO   I       * 

Le  premier  terme  eft  ici^,  &  Fexpo- 
fant  eft^.  Souftrayant  ce  dernier  de  i  , 
il  refte  ^  j  &  fi  l'on  divife  le  premier  terme 
par  cette  fraftion ,  il  vient  -  pour  la  fom- 
me de  la  progreffion  donnée.  Ainfi  en  ne 
prenant  qu'un  terme  de  la  progreffion ,  fa- 
voir  — ,  l'erreur  feroit  de  t^  . . 
■    En  prenant  deux  termes ,  ^  +  ^-f^  =  £,.' 

il 
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il  s'en  faudroit  encore  àe~  que  la  fomme 
,nefût:=^. 

524. 

Autre  exemple.  Soit  donnée  la  progreffion 
infinie  : 

^^     I     10     I     100     I     1000     1^  lOOOO     1^  <-^v-. 

Le  premier  terme  eil  9,  l'expofant  efl^; 
Ainfi  I  moins  l'expofant  fait^;  &!  =10 

fomme  cherchée. 

On  remarquera  que  cette  fuite  s'exprime 
par  une  fraélion  décimale  en  cette  manière 
9,9999999,  &c. 

CHAPITRE     XIÎ. 

Des  FraUions  décimales  infinies» 

l\  ous  avons  vu  plus  haut  que  dans  les 
calculs  logarithmiques  on  emploie  des  frac- 
tions décimales  au  lieu  des  frayions  ordi- 
Tome  /,  £)j 
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naires  j  cela  fe  pratique  aufîi  avec  beaucoup 
d'avantage  dans  d'autres  calculs.  Il  s'agira 
principalement  de  faire  voir  comment  on 
transforme  une  fraftion  ordinaire  en  une 
fra61ion  décimale  ,  &  comment  on  peut 
exprimer  réciproquement  la  valeur  d'une 
fra8:ion  décimale  par  une  fra<51ion  ordi- 
naire, 

526. 

Qu'on  ait  généralement  à  changer  en 
fraélion  décimale  la  fraftion  ^  ;  comme  cette 
fra6lion  exprime  le  quotient  de  la  divifion 
du  numérateur  a  par  le  dénominateur  b ,  on 
écrira  à  la  place  de  a  la  formule  a, 0000000, 
dont  la  valeur  ne  diffère  pas  du  tout  de 
celle  de  a ,  puifqu'elle  ne  contient  ni  di- 
xièmes ,  ni  centièmes  &c.  On  divifera  en- 
fuite  cette  formule  par  le  nombre  b ,  fuivant 
les  règles  ordinaires  de  la  divifion ,  &  en 
obfervant  feulement  de  mettre  à  la  place 
convenable  la  virgule  qui  fépare  les  déci- 
males &  les  entiers.  Voilà  tout  le  procédé , 
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&  lions    allons    Féclaircir   par   quelques 
exemples. 

Soit  donnée  d'abord  la  fradion^,  ladi? 
Vifion  en  décimales  prendra  cette  forme: 
2)1,0000000      ,       ^ 
0,5000000      *  * 

Nous  voyons  par-là  que  ^eft  autant  que 
0,5000000  ou  que  0,5  ;  &  en  effet  cela 
eft  évident ,  puifque  cette  fraftion  décimale 
indique^,  qui  équivalent  à. j. 

527. 

Que  ~  foit  la  fra6lion  donnée ,  on  aura 
3)1,0000000      I 

Cela  fait  voir  que  la  fraftiort  décimale^ 
dont  la  valeur  ^\,ne  peut ,  à  la  rigueur^ 
être  difcontinuée  nulle  part ,  &  qu'elle  va 
à  l'infini  en  confervant  toujours  le  nombre 
3.  Aufîi  avons-nous  trouvé  plus  haut  que 

les  frayions  i-+ J-  J — 1_  J__3_     o^     > 
10    I  100   I  1000   1  10000  >  <-'<-^t  « 

l'infini,  ajoutées  enfemble  font^. 

Dd'ij. 
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-  La  fraftion  décimale  qui  exprime  la  va« 
leur  de  - ,  fe  continue  de  même  à  l'infini , 
car  on  a 

3)2,0000000 2 

^,6666666  ~~3"; 

Et  cela  fuit  d'ailleurs  évidemment  de  ce 
que  nous  venons  de  dire ,  parce  que  -  eft 
le  double  de  ^ . 


,-^£îi- 


528. 


Si  -  eft  la  fra£lion  propofée ,  on  a 

4)  1 ,0000000 I 

0,2.500000      ^  ' 
Ainfî  -  eft  autant  que  0,25  00000  ou  que 
0,25  j  &  cela  efl  clair  ,  puifque  ^  +  4 

, _2Î }_ 

^~^  100  4  * 

On  auroit  pareillement  pour  la  fraôion  | 

4)3^0000000 j 

0,7500000      '^  ' 


Ainfi  ^^0,75  ;  &  en  effet  ^  +  4r=^ 


11 
4         7/  }  "j  10    I   100      100 

, 1 

•' 4" 

La  fraftion-  fe  ciiange-en  fra6Hon  dé- 
cimale ,  en  faifam 
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4)5^,0000000 j 

1,2500000        ^' 

529. 

On  trouvera  de  la  même  manière  - 
=  o,i',  ^:^o,4j  j=o,6j  ^  =  0,8^^  =  15 
-=i^i ,  &c. 

Quand  le  dénominateur  eft  6  ,  on  trouve 
g- r^Oji  666666  &c.  ce  qui  ell  autant  que 
0,666666 — 0,5.  Or  o, 606666=:: j  &  0,5 
:=- ,  donc  en  effet  0,1 666666:=7  —  ~=i> 

On  trouve  auffi|:=o,3  33333  &€.:=-; 
mais  I  devient  o,  5  000000  :=  ^ .    Enfuite  | 

=  0.833333  =0,333333  +  0,5,  c'eft-à-d. 

i-L-i — .1 
3    1^2  — '6* 

530. 

Lorfque  le  dénominateur  eft  7 ,  les  frac- 
tions décimales  deviennent  plus  compli- 
quées. Par  exemp.  on  trouve  ^=0,1 428  5 7 
&c.  cependant  il  faut  remarquer  que  ces 
fix  chifîres  142857  reviennent  conflam-* 

Dd  iij 
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ment.  Pour  fe  convaincre  donc  que  cette 
fra61ion  décimale  exprime  précifément  la 
valeur  de  ^ ,  on  peut  la  transformer  en  une 
progrefîion  géométrique  ,  dont  le  premier 
terme  foit  =  ~^-  ,  &  l'expo fant^ — ^^ —  ; 

&  par  conféquent  la  fomme  =- 


loooooo 

£=  ^^-^  (en  multipliant  les  deux  termes  par 
îoooooo)  =-. 

531. 

On  peut  prouver  encore  d'une  manière 
plus  facile  ,  que  la  fraftion  décimale  trou- 
vée fait  exa6lement  \-  ;  car  pofant  pour  fa 
valeur  la  lettre/,  on  a 

/=0,i42857i42857i42857  &c. 

lofi^^i,   42857142857142857  ôfc. 

ioo/=i4,  2857142857142857  &c. 

iGoo/— 142,  857142857142857  &c. 

IOOOO/==:l428,  57142857142857  &C, 

1 00000^=14285,  7142857142857  &c, 
ïoooooo/=i42857,  142857142857  &c. 

Çoufîrayez/ii::  G,    I  428  57 1  428  5 7  &C, 

999999/=M2.857, 
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Et  divifant  par  999999  _,  vous  aurez/ 

r=— —==:=-.   Donc  la  fra6lion  décimale, 

999999      7  ^ 

qu'on  a  voit  fait  =/^  eft  =^. 

532. 

On  transformera  de  la  même  manière 
^  en  une  fra6lion  décimale  ,  qui  fera 
0,28571428  &c.  &  cela  nous  conduit  à 
trouver  plus  facilement  la  valeur  de  la 
fra8:ion  décimale  que  nous  venons  de  fup- 
pofer  =:/;  parce  que  0,28571428  ,  &c, 
doit  être  le  double  de  celle-là  ,  &  par  con- 
féquent  =2/  Car  nous  avons  eu 

1 00/^14,28  57 1428  571  6.:  c. 
ainfi  en  fouf- 

trayant  2/==  0,28571428571  &:c, 

il  refle     98/1=14 
donc        f^'-^^  =  -. 

On  trouve  aufîi^=r;o,428  57i42857&c. 

ce  qui,  après  notre  fuppofîtion,  doit  être 

:=3/,'  or  nous  avons  trouvé 

io/=^i, 42857142857,  &c« 
ainfi  en  fouf- 

trayant       3/=o,42857i42857 ,  &c, 

nous  avons       7/=i  ?  àoncf=^^-. 
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533- 

Ainfi  quand  une  fra6lion  propofée  a  le 
dénominateur  7  ,  la  fraélion  décimale  eft 
infinie  ,  &  6  chiffres  y  font  continuellement 
répétés.  La  raifon  en  eft  ,  comme  il  eft: 
facile  de  s'en  appercevoir,  qu'en  continuant 
la  divifion  il  faut  qu'on  revienne  tôt  ou  tard 
à  un  réfidu  qu'on  aura  déjà  eu.  Or  il  ne 
peut  refter  dans  cette  divifion  que  6  nom- 
bres différens ,  favoir  1,2,3,4,  5,6^ 
ainft ,  après  la  fîxieme  divifion  au  plus  tard  , 
il  faut  que  les  mêmes  chiffres  reviennent; 
mais  lorfque  le  dénominateur  eft  de  nature 
à  faire  parvenir  à  une  divifion  fans  refte, 
ces  cas-là  ne  peuvent  avoir  lieu. 

534. 

Suppofons  à  préfent  que  8  foit  le  déno- 
minateur de  la  fraftion  propofée  y  on  trou- 
vera les  fraftions  décimales  qui  fuivent: 
^— 0,1 25;  |z=:o,250;  1=0,375; 

1—0,50031=0,625  j  g  =057505 

1=0^875,    $iCo 
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535- 

Si  le  dénominateur  eft  9 ,  on  a 

^:=O^I  I  I  &C.  l  i=:0,2  22  &C.  |=0,333&C. 

Si  le  dénominateur  eft  10,  on  a 
;^=o,ioo;  ^=0,200  j  ^—0,3.  Cela  efl 
clair  par  la  nature  de  la  chofe ,  de  même 
q"eifo=OjOiî  q"e£  =  o,37;  que  .^ 

=0,2565  que ^<,  =  0,0024,  &:c. 

536. 

Que  1 1  foit  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion propofée ,  on  aura  ^  =  0,0909090  , 
&rc.  Or  ruppofons  qu'on  veuille  trouver  la 
valeur  de  cette  fraftion  décimale  ,  &  nom- 
mons-la/, nous  aurons /:==  0,090909  ,  & 
10/^00,909090;  déplus,  100/3=^9,09090. 
Si  donc  nous  fouftrayons  de  ceci  la  valeur 
de/,  nous  aurons  99/:=  9,  &  par  confé- 
quenty3=r^r=;i^.  Nous  aurons  aufîi 

~=0;,i8i8i8,&c.  1^^=0,272727,  &c,- 
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537- 

Il  eft  donc  un  grand  nombre  de  fraftions 
décimales ,  où  un  ,  deux  ou  plulieurs  chif- 
fres reviennent  conftamment ,  &  qui  con- 
tinuent de  cette  manière  jufqu'à  l'infini.  De 
telles  fraftions  font  afîez  remarquables,  & 
nous  allons  faire  voir  comment  on  peut 
trouver  aifément  leurs  valeurs  (*). 

(*)  Ces  fractions  décimales  périodiques  fournifient 
matière  à  plufieurs  recherches  intéreflantes  ;  j'avois  com- 
mencé à  m'en  occuper  ,  même  avant  que  d'avoir  vu  cette 
Algèbre,  &  j'aurois  peut-être  continué,  fi  je  n'attendois 
auffi  l'occafion  de  voir  un  Mémoire  inféré  dans  les  Tran' 
faâiions  philofophiques  pour  1769  ,  &  intitulé  ofthe  Tkeory 
of  circulating  FraBions.  Je  me  contenterai  de  rapporter 
ici  le  raifonnement  par  lequel  j'avois  commencé. 

Soit  —  une  fraûion  réelle  quelconque  irréduélible  à  de 

moindres  termes  ;  on  demande  jufqu'à  combien  de  chiffres 
il  faudra  la  réduire  en  décimales ,  a>ant  que  les  mêmes 
termes  ou  chiffres  reviennent.  Je  fuppofe  que  10  N  (oit 
plus  grand  que  D  ;  fi  cela  n'étoit  pas ,  mais  que  100  N 
ou  1000  A^  feulement  fût  >Z),  il  faudroit  commencer 

par  voir  fi  — =r-  ou  — =r—  &c.  fe  réduit  à  de  moindres 
termes ,  ou  à  une  fraöion  -^ . 
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Suppofons  d'abord  qu'un  feul  chiffre  foît 
toujours  répété ,  &  indiquons-le  par  a ,  de 
ibrte  c^ue  f::=^o^aaaaaaa.  Nous  avons 
1 0/==  a^aaaaaaa , 

nous  aurons    9/=  ^  y  donc  /:=  | . 

Cela  pofé  ,  je  dis  que  la  même  période  ne  peut  re- 
venir que  lorique  dans  la  divifion  continuelle  qu'on  tait, 
le  même  réfidu  A^  revient.  Suppofons  que  jufqu'alors  on 
ait  ajouté  fzixos ,  &  que  Q  foit  le  nombre  du  quotient 

en  entier ,  &  abftra£tion  faite  de  la  virgule  ,  on  aura 

iVx  lo-''  A'"  N 

— =r —  =  <?+-=:;  donc  O  =  — X  (10^- 1).  Or  Q  devant 
D         ^    D  ^     D  ' 

être   un  nombre  entier ,  il  s'agit  de  déterminer  pour  f 

N 
le  plus  petit  nombre  entier,  tel  que  —  x  (lo-'^- i)  ,  ou 

feulement  que  — jz —  foit  un  nombre  entier. 

Ce  problême  demande  qu'on  diftingue  différens  cas  : 
le  premier  eft  celui  où  D  eft  un  divifeur  de  lo,  ou  de 
100  ou  de  1000  &c.  &  il  efl:  clair  que  dans,  ce  cas  au- 
cune fraction  périodique  ne  peut  avoir  lieu.  Nous  pren- 
drons pour  le  fécond  cas  celui  où  D  eft  un  nombre  im- 
pair ,  &  qui  ne  foit  pas  un  fa£leur  d'une  puiflance  de 
10;  dans  ce  cas  la  valeur  de /peut  aller  jufqu'à  D-i  , 
mais  fouvent  elle  eft  moindre.  Un  troifieme  cas  enfin 
eft  celui  où  D  eft  pair,  &  où  par  conféquent,  fans  être 
wn  f^6teur  d'une  puiflance  dç  lo  ,    il  a  cependant  un 
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Lorfque  deux  chiffres  font  répétés ,  com- 
me ab  ,  on  2i  f^=:^o^ab  ab  ab  a»  Donc   \OQf 
-^zah^ababab  i  &  fi  on  en  fouflrait/,  ilrefle 
^^f^==iab i  par  conféquent/::=^. 

Lorfque  trois  chiffres,  comme  abc,  fe 
trouvent  répétés,  on  di ß=:za,abcabcabc ;  par 
conféquent  i  ooo  f^=:abc^abcabc ;  &  enfouf^ 
trayant/,  il  refte  999  f^=iabc  ;    donc  / 
:=:^,  &  ainfî  de  fuite. 

538.^ 

Toutes  les  fois  donc  qu'une  fra6lion  dé- 
cimale de  cette  efpece  fe  préfente ,  il  eft 
facile  d'en  trouver  la  valeur.  Soit  donnée, 
par  exemple,  celle-ci,  0,296296,  fa  va- 
leur fera  :==  ^„  1=  —  ,  en  divifant  les  deux 
termes  par  37. 

commun  divifeur  avec  une  de  ces  puiflances.  Ce  commun 
divifeur  ne  peut  être  qu'un  nombre  de  la  forme  2'  ;  fi 

donc  —  —  d,  je  dis  que  les  périodes  feront  les  mêmes 

N 
que  pour  la  fraûion  —,  mais  qu'elles  ne  commenceront 

qu'au  chiffre  défigné  par  c.  Ainfi  ce  cas  revient  au  fécond 
cas  ,  &  il  eft  évident  au  refte  que  c'eft  celui-ci  qui  faie 
refTentiçl  de  cette  théorie. 
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Cette  fraftion  doit  redonner  la  fraftion 
décimale  propofée  ;   &  on  peut  fe  con- 
vaincre facilement  que  ce  réfultat  a  lieu  en 
effet ,  en  divifant  8  par  9  ,  &  après  cela  le 
quotient  par  3  y  parce  que  ijzz:z'^,<^.  On  a 
9)8,0000000 
3)0,8888888" 
0,2962962  &c. 
ce  qui  efl  la  fra61ion  décimale  propofée. 

539- 

Donnons  encore  un  exemple  âlTez  cu- 
rieux, en  changeant  en  fra6:ion  décimale 
la  fraftion  ,.,.3.^.^.6.,.8.9.,o  >  ce  qui  fe  fait  de 
la  manière  qu'on  va  voir: 

2)  1 ,00000000000000 

3)0,50000000000000 

4)0,16666666666666 


5)0,04 I 66666666666 
6)0,00833333333333 
7)0,00138888888888 
8)0,0001 9841 269841 
9)0,000024801 58730 
10)0,00000275  573  192 
0,00000027557319, 
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CHAPITRE     XIII. 

Des  Calculs  d'intérêts  (*). 

540. 

V_xN  a  coutume  d'exprimer  les  intérêts 
d'un  capital  en  pourcents ,  en  difant  combien 
on  paie  annuellement  d'intérêt  de  la  fomme 
de  100.  Il  efl  affez  ordinaire  qu'on  place 
fon  capital  à  5  pour  cent,  c'elt-à-dire  , 

(*)  La  théorie  du  calcul  de  l'intérêt  doit  fes  premiers 
progrès  à  Leibnit^  ,  qui  en  donna  les  principaux  élémens 
dans  les  yîâa  Erudkorum  de  Leipfig  pour  1683.  ^^^  * 
fourni  matière  enfuite  à  plufieurs  diflertations  détachées 
très-intéreffantes  ;  ceux  qui  l'ont  le  plus  avancée ,  font 
les  Mathématiciens  qui  ont  travaillé  fur  l'Arithmétique 
politique ,  dans  laquelle  on  combine  d'une  manière  vé- 
ritablement utile  le  calcul  des  probabilités ,  le  calcul  de 
l'intérêt  &  les  données  que  fourniflent  depuis  environ 
un  fiecle  les  régîtres  mortuaires.  De  bons  élémens  d'Arith- 
métique politique  nous  manquent  encore  ,  quoique  cette 
branche  des  Mathématiques  ,  aufli  belle  qu'étendue  ,  ait 
été  fort  cultivée  en  Angleterre ,  en  France  &  en  Hol-^ 
lande. 
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de  manière  qu'on  tire  5  écus  d'intérêt  d'un 
capital  de  100  écus.  Ainfi  rien  de  plus  fa- 
cile que  de  calculer  les  intérêts  d'un  ca- 
pital quelconque  :  on  n'a  qu'à  dire,  fuivant 
la  regle  de  trois  : 

ïoo  donnent  5  ;  que  donne  le  capital 
propofé  ?  Soit,  par  exemple  ,  le  capital  860 
écus ,  on  trouve  ion  intérêt  annuel ,  en 
difant  : 

100:^  =860  à....  Rép,  43  écus, 

5 
100)4300 

43- 

541. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  ces  calculs 
de  l'intérêt  fîmple ,  afin  de  pafTer  aufîi-tôt 
au  calcul  de  Xintérét  fur  intérêt»  On  de-? 
mande  principalement  dans  ce  calcul ,  à 
quelle  fomme  monte  un  capital  donné  après 
un  certain  nombre  d'années ,  fi  on  joint  an- 
nuellement l'intérêt  au  capital ,  &  que  de 
cette  manière  on  augmente  continuellement 
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le  capital  ?  On  part ,  pour  réfoudre  cette 
queftion,  de  ce  que  loo  écus  placés  à  5 
pour  cent  fe  changent  au  bout  d'une  année 
en  un  capital  de  105  écus.  Soit  le  capital 
::=za ,  on  trouvera  ce  qu'il  vaut  au  bout  de 
l'année,  en  difant:  100  donne  105  ,  que 
donne  a;  la  réponfe  elî:^^  =  ^,  ceque 
l'on  peut  auffi  écrire  de  cette  manière,  - 
.fl,  ou  de  celle-ci,  a~\-~,a, 

542. 

Ainfi ,  quand  on  ajoute  au  capital  aftuel 
fa  vingtième  partie  ,  on  obtient  la  valeur 
du  capital  pour  l'année  prochaine.  Ajoutant 
à  celui-ci  fon  vingtième ,  on  fait  ce  que  vaut 
le  capital  donné  après  deux  ans ,  &  ain(î 
de  fuite.  Il  eft  donc  facile  d'apprécier  les 
accroiffemens  fuccefîifs  &  annuels  du  ca- 
pital, &  de  continuer  ce  calcul  aufîi  loin 
qu'on  voudra. 

543- 

Suppofons  un  capital  qui  foit  préfente- 
ment  de  1 000  écus ,  qu'il  foit  placé  à  cinq 

pour 
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pour  cent ,  &  qu'on  joigne  chaque  année 
l'intérêt  au  capital.  Comme  ce  calcul  ne 
tarde  pas  à  conduire  à  des  fra6tions ,  nous 
nous  fervironsdes  fra6lions  décimales,  mais 
fans  les  pouffer  plus  loin  que  jufqu'aux  mil- 
lièmes parties  d'un  écu ,  vu  que  des  parties 
plus  petites  n'entrent  pas  ici  en  confidé- 
ration. 

Le  capital  donné  de  looo  écus  vaudra 
après  I   an    —  —  —  1050  écus 


52^5 


après  2  ans  —  —  —  1102,5 

après  3  ans  — 1157,625 

57,881, 
après  4  ans  — 1215,506 

après  5  ans  — 1 276,28  i&c.^ 

544- 

On  peut  continuer  de  la  même  manière 

pour  autant  d'années  qu'on  voudra  ;  mais 

lorfque  le  nombre  des  années  eft  fort  grand, 

le  calcul  devient  long  &  ennuyeux  5  voici 

comment  on  peut  l'abréger  : 

Toms  /,  Ee 
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Soit  le  capital  préfent  =^a  ^  &  puifqu'un 
capital  de  20  écus  vaut  21  écus  au  bout  de 
l'année  ,  le  capital  a  vaudra  ^  a  après  un 
an.  Le  même  capital  montera  l'année  fui- 
y^mQk~,a=:^f—\^.a,    Ce  capital  de 

deux  ans  vaudra  T— V-  ^  l'année  d'après  5 
ce  qui  fera  donc  le  capital  de  trois  ans. 
Celui-ci  augmentant  de  même ,  le  capital 
donné  vaudra  ^—\,a  au  bout  de  quatre 

ans.  Il  vaudra  ^—\.a  au  bout  de  cinq  ans. 
Après  un  fiecle  il  vaudra  Çliy"? a  ;  &  en 
général  /^--V.  a  fera  la  valeur  de  ce  ca- 
pital après  n  années  j  &  cette  formule  fer- 
vira  à  déterminer  la  quantité  du  capital 
après  un  nombre  quelconque  d'années. 

545. 

La  fra61ion  ^  qui  eft  entrée  dans  ce  cal- 
cul, fe  fonde  fur  ce  que  les  intérêts  ont  été 
comptés  à  5  pour  cent ,  &  que  ^  eft  au- 
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tant  que^^  Que  (i  les  intérêts  fe  comp- 
îoient  à  6  pour  cent ,  le  capital  a  monte- 
roit  à  f^-^\.a  au  bout  d'un  an^  à  f  I^ V.^ 

au  bout  de  deux  ans:  &  à  flî^\.a  au 

\iooy 

bout  de  n  années. 

Mais  fi  les  intérêts  ne  font  que  de  4  pour 
cent,  le  capital  a  ne  vaudra  que  /'I^V.ä 
après  n  ans. 

546. 

Or  il  eft  aifé ,  lorfque  le  capital  a  ,  ainfî 
que  le  nombre  des  années ,  efl  donné ,  de 
réfoudre  ces  formules  par  les  logarithmes. 
Car  s'il  eft  queftion  de  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  la  première  fuppofition,  on 

prendra  le  logarithme  de  T— V-  a  y  qui  eft 
=  logY— Y -j-log.  0;  parce  que  la  for- 
mule en  queflion  efl  le  produit  de  (  —  Y 
&  de  a.  Et  comme  K- Y  eft  une  puifTance  , 
on  aura  L.  (— Y=«L.^.   Ainfi  le  loga- 

rithme  du  capital  cherché  eft  :=.n,h,^ 

Ee  ij 
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-)-L.a.  De  plus  le  logarithme  de  la  frac- 

tion^r^rL.  21  — L.  20. 

547- 

Soit  à  préfent  le  capital  =  1 000  écus , 
&  qu'on  demande  de  combien  il  fera  au 
bout  de  1 00  ans ,  en  comptant  les  intérêts  à 
5  pour  cent? 

Nous  avons  ici  «=::  100.  Le  logarithme 
du  capital  cherché  fera  par  conféquent 
=  iooL.^-|-L.  1000,  &  voici  comment 
on  évalue  cette  quantité: 

L.2I  r:=:l, 3222195 

fouftray  ant  L.  20^:^:1^3010300 

L.  ^  =  0,0211893 
multipliant  par  100 


1 00  L.  ^1=2,1 189300 
ajoutant  L.  1 000^=:=  3 ,0000000 


logarithme  du     c=  5,1 189300 
capital  cherché. 
On  voit  par  la  cara61ériftique  de  ce  lo- 
garithme, que  le  capital  cherché  fera  un 
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nombre  de  fix  chiffres ,  &  en  effet  ce  ca- 
pital fe  trouve  =131501  écus. 

548. 

Un  capital  de  3451  livres  à  6  pour  cent^ 
de  combien  fera-t  il  après  64  ans  ? 

Nous  avons  ici  (2=3452,  &  71^64. 

Donc  le  logarithme  du   capital  cherché 

:=64L.^-|-L.  3452,  ce  qu'on  calcule  de 

cette  manière  : 

L.53  =  i,7i42759 
fouftrayant  L.  50=1,6989700 

^-?^  — 0^0^53059 

multipl.  par  64:64  L.  ^  =:  i  ^6 1 9  5 776 

1.3452  =  3,5380708 

5,1576484. 
Et  en  prenant  le  nombre  de  ce  loga- 
rithme ,  on  trouve  le  capital  cherché  égal 
à  143763  livres. 

549- 

Quand  le  nombre  des  années  eff  fort 
grand,  comme  il  s'agit  de  multiplier  ce 

Ee  iij. 
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nombre  par  le  logarithme  d'une  fra6lion , 
il  pourroit  provenir  une  aflez  grande  erreur 
de  ce  que  les  logarithmes  ne  fe  trouvent 
calculés  dans  les  tables  que  jufqu'à  7  chiffres 
de  décimales.  C'eft  pourquoi  il  faudra  em- 
ployer des  logarithmes  pouffes  à  un  plus 
grand  nombre  de  figures ,  comme  on  l'a 
fait  dans  l'exemple  fuivant: 

Un  capital  d'un  écu  reftant  placé  à  5 
pour  cent  pendant  500  ans,  &  les  intérêts 
s'y  joignant  annuellement ,  on  demande  à 
quelle  fomme  fe  montera  ce  capital  après 
les  5  00  années  ? 

On  a  ici  ci:=;i  &  «=500  ;  par  confé- 

quent  le  logarithme  du  capital  cherché  efl: 

égal  à  500  L.|^-{-L.  i ,  ce  qui  produit  ce 

calcul: 

L.2i=  1,322219294733919 
fouflrayant  L.  20=:  1,301029995663981 

L.  ^=  0,021189299069938 
niult.  par  500  on  a  10,594649534969000 
Voilà  donc  le  logarithme  du  capital  cher- 
ché ,  lequel  fera  par  conféquent  égal  à 
^9323100000  écus. 
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5  50. 

Si  on  ne  fe  contentoit  pas  de  joindre 
annuellement  l'intérêt  au  capital ,  &  qu'on 
voulût   encore    l'augmenter   tous   les  ans 
d'une  nouvelle  fomme  :=^  ^  le  capital  aftuel 
que  nous  nommerons  a  ,  s'accroîtroit  cha- 
que année  de  la  manière  qu'on  verra; 
après   I  an  ^ci-\-6, 
après  2  ans('^)'a+^3-|-/^, 
après3ans(:-i)^.+(^)^^+:-l^+^ 
après4ans(^^y.+  (ii)^3+(^P 

après  mnsc~y-+c^y-'^+Ciy-'^ 

Ce  capital  coniille,  comme  on  voit,  en 
deux  pitiés,  dont  la  première  nr^^y^, 
Sz  dont  l'autre  prife  à  rebours  forme  la  férié 

Cette  fuite  eft  évidemment  une  progrefîion 
géométrique ,  dont  l'expofant  eft  egal  à  -■  ♦ 

Ee  iy 
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Nous  en  chercherons  donc  la  fomme ,  en 
multipliant  d'abord  le  dernier  terme  T^)""'^ 
par  l'expoiant  ^  ;  nous  aurons  {j^Tb-  Souf- 
trayant  enfuite  le  premier  terme  b ,  il  refte 
(iLyb — b  i  &  divifant  enfin  par  l'expofant 
moins  i  ,  c'eft-à-dire  par  ^ ,  nous  trouve- 
rons la  fomme  cherchée  ^loi^^^'b-iob ^ 

donc  le  capital  cherché  eft,  f— Ya-j-io 

551- 

Le  développement  de  cette  formule  exige 
qu'on  calcule  féparément  fon  premier  terme 
(20  j'  (^"f-'^.o^);  ce  qui  fe  fait  en  prenant 
fon  logarithme ,  qui  efl  nh.  ^+L.(a+2Q^),- 
car  le  nombre  qui  répond  à  ce  logarithme 
dans  les  tables  3  fera  la  valeur  de  ce  pre- 
mier terme.  Si  l'on  fouftrait  enfuite  20 3 
de  cette  quantité  ,  on  connoît  le  capital 
cherché. 
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552. 

Queßion.  Quelqu'un  a  un  capital  de  1000 
écus  placé  à  cinq  pour  cent ,  il  y  ajoute 
annuellement  100  écus  outre  les  intérêts, 
on  demande  la  valeur  de  ce  capital  au  bout 
de  vingt- cinq  ans  ? 

Nous  avons  ici  iz:==:  1000  j  b=ioO',   n 
;=:  2  5  3  voici  donc  le  plan  de  l'opération  : 
L.^=o,02i  189299. 

Multipliant  par  25  on  a 

2-5^.^—0,5297324750 
L.  (^+20^)  =  3,4771  21 31 35 

=  4,0068537885. 
Ainfi  la  première  partie ,  ou  le  nombre 
qui  répond  à  ce  logarithme,  eft  10159,1 
écus,  &  fi  on  en  fouftrait  20i^r:i=2ooo, 
on  trouve  que  le  capital  en  queiHon  vau- 
dra, après  vingt- cinq  ans ,  8159,1  écus. 

553- 

Puis  donc  que  ce  capital  de  loôo  écus 
ya  toujours  en  augmentant,  &  qu'après 
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vingt-cinq  ans  il  fe  monte  à  8 1 59  ^  écus , 
on  peut  faire  la  queftion  ,  en  combien  d'an- 
nées il  montera  jufqu'à  1 000000  écus. 

Soit  n  ce  nombre  d'années ,  &  puifque 
û=:iooo,  ^=100,  le  capital  fera  au  bout 
de  n  ans  : 

f — y  (3000) — 2000 ,  fomme  qui  doit  faire 
1 000000  d'écus  5  de-là  réfulte  donc  cette 
égalité  ou  équation: 

300of  ^y  —  2000=  1 000000. 

Ajoutant  des  deux  côtés  2000^  on  a 
3000  f— y =1002000. 

Divifant  de  part  &  d'autre  par  3000,  il 

Prenant  les  logarithmes ,  on  a  /z  L.  ^ 
=rL.  334;  &  divifant  par  L.^,  on  ob-^ 
tient /z=Y^.   Or  L.334=  2^,5237465 , 

3  o 

&L.^=:o,o2ii893  ;  donc  ^  =  ^^^^3. 
Et  fi  l'on  multiplie  enfin  les  deux  termes 
de  cette  fra61ion  par  1 0000000,  on  aura 
n~^^^^^f  ce  qui  fait  cent  dix-neuf  ans 
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un  mois  fept  jours,  &  c'eft-là  le  temps  après 
lequel  le  capital  de  i  ooo  écus  fe  fera  accru 
jufqu'à  loooooo  d'écus. 

5  54- 

Mais  fi  on  fuppofoit  que  quelqu'un ,  au 
lieu  d'augmenter  annuellement  fon  capital 
d'une  certaine  fomme  fixe ,  le  diminuât  en 
employant ,  chaque  année ,  une  certaine 
fomme  pour  fon  entretien  ,  on  auroit  les 
gradations  fuivantes  pour  les  valeurs  de  ce 
capital  a ,  année  par  année ,  en  le  fuppofant 
placé  à  5  pour  cent ,  &  en  entendant  par 
b  la  fomme  qu'on  en  ôte  annuellement  : 

après   I  an,    ~-^a  —  b^ 

après  2  ans,  {^^^a  —  '^J  —  b, 

après  3  ans,  Q^._Q^^-.l^^-_^, 

après  /z  ans,  Q^a-Q-'^-Q«-^ 

-Q^-^. 

5  5  5- 

Ce  capital  confifle  donc  en  deux  parties , 
l'une  ell  {^^^^7  ^  l'autre  qui  doit  en  être 
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ibuftraite  forme  ,  en  prenant  les  termes 
en  rétrogradant ,  la  progreffion  géométri- 
que fuivante: 

^+ G-:)  *+(H)"  ^+Q'  i>+ -  ar^- 

Nous  avons  déjà  trouvé  ci-defTus  la  fom- 
me  de  cette  progreffion  :=  io(rô)"^ — ^o^> 
fî  donc  on  fouftrait  cette  quantité  de  Ç^^Ya. , 
on  aura  le  capital  cherché ,  après  n  ans , 

556. 

On  auroit  pu  tirer  auffi  cette  formule 
immédiatement  de  la  précédente.  Car  de 
même  qu'on  ajoutoit,  dans  la  fuppofition 
précédente  ,  annuellement  la  fomme  /^,  on 
ôte  à  préfent  chaque  année  la  même  fom- 
me  h.  On  n'a  donc  qu'à  mettre  dans  la  for- 
mule précédente  ,  par- tout  — ^  à  la  place 
de  -j-/^.  Il  faut  remarquer  principalement 
ici  que,  fi  20^  eft  plus  grand  que  a,  la 
première  partie  devient  négative ,  &  par 
conféquent  que  le  capital  va  toujours  etx 


d'  A    L    G    E    B    R    E,      ^         44^ 

diminuant.  Cela  fe  comprend  aifément ,  car 
{i  on  ôte  plus  du  capital  annuellement  qu'il 
ne  s'y  joint  d'argent  en  intérêts  ,  il  eft  clair 
que  ce  capital  doit  devenir  continuellement 
plus  petit,  &  qu'à  la  fin  il  doit  même  fe 
réduire  abfolument  à  rien.  C'efl:  ce  que  nous 
allons  éclaircir  par  un  exemple. 

5  57- 

Queßlon,  Quelqu'un  a  un  capital  de 
I  ooooo  écus  placé  à  5  pour  cent  -,  il  lui  faut 
chaque  année  6000  écus  pour  fon  entre- 

'  tien  ;  cela  fait  plus  que  les  intérêts  de  fon 
argent,  lefquels  ne  fe  montent  qu'à  5000 
écus  ;  par  conféquent  le  capital  ira  toujours 
en  diminuant.  On  demande  en  combien 
de  temps  il  s'évanouira  tout-à-fait.  Suppo- 
fons  ce  nombre  d'années  :=/2 ,  &  puifque 
a =100000  &  ^=6000,  nous  favons  que 

i  après  n  ans  la  valeur  du  capital  fera  ;=:= 

—  20oooQ-^y-|- 120000  ,   ou    120000 

—  2 0000 (f^)".  Ainfi  le  capital  fe  réduira 
à  zéro ,  lorfque  20000  ('Q"  fe  montera  à 
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1 20000  écus ,  ou  lorfque  icooo  (^^)"  éga- 
lera 1 20000.  Divifant  des  deux  côtés  par 
20000,  on  a^^-^y=:6.  Prenant  les  loga- 
rithmes, on  a  nL,^=::L,6.  Divifant  par 

L2I      •!       •       ^  L.6  0.7781512 

.-,  il   Vient   72  =  ^=^^^^  ,      ou      72 

^^lïlsn*  ^^^^  n:==^T^6  ans  8  mois  22 
jours ,  au  bout  duquel  temps  il  ne  reftera 
plus  rien  du  capital. 

558. 

Il  fera  bon  de  faire  voir  aufîl  comment, 
en  partant  des  mêmes  principes ,  on  peut 
calculer  les  intérêts  pour  des  temps  plus 
courts  que  des  années  entières.  On  je  fert 
pour  cela  de  la  formule  Q^X  a  trouvée  plus 
haut  ,  qui  exorime  la  valeur  d'un  capital 
placé  à  5  pour  cent  après  n  années  ;  car  fi 
le  temps  ell  de  moins  d\m  an  ,  fexpofant 
n  devient  une  fra^-ion  ,  S',  le  cdcul  fe  fait 
par  les  logarithmes  côvarcL^  auparavant.  Si 
on  demandoit,  oar  exemple  ,  la  valeur  du 
capital  après  un  jour,  on  feroit  ;2r=:^; 
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il  c'eft  après  deux  jours,  /z;=:j|y,  &  ainfî 
de  fuite. 

5  59- 

Soit  le  capital  a  =  i  ooooo  écus ,  placé 
à  5  pour  cent,  à  combien  montera-t-il  en 
huit  jours  de  temps? 

Nous  avons  fl=:=i  ooooo,  &  /2=j^,  par 

-I         8 

conféquent  le   capital  cherché  ::=(^)^'* 
I  ooooo.  Le  logarithme  de  cette  quantité 

efl  =  L.  (i^)^^'  -j-  L.  looooo  r=j65  L.^ 
-j-  L.  I  ooooo.  Or  L.  ^  =  o,  o  2  1 1  8  9  3  , 
multipliant  par  ^  on  a  0;,ooo4644 
ajoutant  L.  i  ooooo  =  5 ,0000000 

la  fomme  efl:=  5,0004644. 
Le  nombre  de  ce  logarithme  fe  trouve 
.:==  1 00 1 07.  Ainfi  dans  les  premiers  huit  jours 
les  intérêts  du  capital  font  déjà  1 07  écus. 

560. 
Dans  cette  matière  fe  préfentent  aufîî  les 
queilions  d'eftimer  la  valeur  préfente  d'une 
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fomme  d'argent  qui  ne  feroit  payable 
que  dans  quelques  années.  On  confîdérera 
que ,  puifque  20  écus  en  argent  comptant 
montent  à  2 1  écus  en  douze  mois ,  il  faut 
que  réciproquement  21  écus  qu'on  ne  pour- 
roit  toucher  qu'au  bout  d'un  an ,  ne  valent 
acluellement  que  20  écus.  Si  donc  on  ex- 
prime par  a  une  fomme  dont  le  payement 
écherroit  au  bout  d'un  an,  la  valeur  pré- 
fente de  cette  fomme  eft  — a.  Amil  pour 
trouver  combien  un  capital  a,  payable  feu- 
lement au  bout  d'un  certain  temps  ,  vau- 
droit  une  année  plutôt ,  il  faudra  le  mul- 
tiplier par  —^  ;  pour  trouver  fa  valeur  deux 
ans  avant  l'échéance  ,  on  le  multipliera  par 
Ç—S"  a;  &  en  général  fa  valeur,  n  ans  avant 
l'échéance  ,  s'exprimera  par  (^-°)"  a, 

561. 

Suppofons  qu'un  homme  ait  à  tirer  pen- 
dant cinq  années  coniécutives  une  rente 
annuelle  de  cent  écus  ,  &  qu'il  veuille  la 
céder  pour  de  l'argent  comptant ,  en  comp- 
tant 


d'  A   L    G   E   B   R   E,  449 

tant  les  intérêts  à  5  pour  cent ,  fî  on  de- 
mande combien  il  doit  recevoir,  voici  com- 
ment il  faudra  raifonner: 
Pour  100  écus  qui  échoient 

après  I   an  il  reçoit  95,^39* 

après  2  ans 90,704. 

après  3  ans 86,385. 

après  4  ans 82,272. 

après  5   ans  — 78,355. 

fomme  des  5  termes  43  2,9 5  5 . 
Ainfi  le  PoflelTeur  de  la  rente  ne  peut 
prétendre  en  argent  comptant  que  43  2,9  5  5 
écus ,  ou  1 298  livres  17  fous  3  ~  deniers. 

562. 

On  remarquera  que  fî  une  telle  rente 
devoir  durer  un  nombre  d'années  beaucoup 
plus  grand ,  le  calcul ,  de  la  manière  que 
nous  l'avons  fait ,  deviendroit  très-pénible, 
voici  les  moyens  de  le  faciliter: 

Soit  la  rente  annuelle  =za  ,  commençant 
dès-à-préfent  &:  durant  ?i  années ,  elle  vau- 
dra actuellement: 

Tome  /.  Ff 
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«+a:)''+a:)'-+G-:)'''+aD'''--- 

Voilà  une  progreffion  géométrique ,  8c 
tout  fe  réduit  à  en  trouver  la  fomme.  On 
multipliera  donc  le  dernier  terme  par  l'ex- 
pofant ,  le  produit  eft  (")''^*^y  fouftrayant 
le  premier  terme ,  il  refte  (J-^^^'û — a  ;  di- 
vifant  enfin  par  l'expofant  moins  i  ,  c'eft- 
à-dire,  par  — ^,  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  multipliant  par  —  21,  on  aura  la 
fomme  cherchée  = — 21  (^°)"^^^+2i  ^  ? 
ou  bien,  21a  —  ^^CriT^^^^*  ^  ^^  fécond 
terme  qu'il  s'agit  de  fouftraire ,  fe  calcule 
facilement  par  les  logarithmes. 


ri^  A    L    G    E    B    R    £.  4JÎ 

^rî[^«>Jw^v>  «v^Ä^-^  «^^Ä?-/^  •'^-^->»  «^-^fr--^ '^■.^^-^  «^-^^^-^  ""^^ 

tVZ.       t  *♦  ♦  "V  ♦  ♦  ♦  ♦      .o?// 

l^*V  .>^j^^v»  .^Ä>^  ^/'^Ä^^^J.  «y-TÄT^  •.^>W«^ 

SECTION   QUATRIEME. 

Des  Equations  algébriques  ,  &  de  la 
réfolution  de  ces  Equations^ 


CHAPITRE     PREMIER. 

De  la  réfolution  des  Problêmes  en  généraU 

563. 


E  but  principal  de  l'Algèbre ,  ainfi  que 
de  toutes  les  parties  des  Mathématiques  ^ 
eil:  de  déterminer  la  valeur  de  quantités , 
qui  auparavant  étoient  inconnues.  On  Tat^ 
teint  en  pefant  avec  attention  les  conditions 
prefcrites ,  lefquelles  s'expriment  toujours 
par  des  quantités  connues.  C'eü  aufli  pour- 
quoi on  définit  l'Algèbre  ,  lafcience  qui  en-* 
feigne  à  déterminer  des  quantités  inconnues 
par  le  moyen  de  quantités  connues, 

Ff  ij 
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564. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'accorde 
aufîi  avec  tout  ce  qui  a  été  expofé  jufqu'ici. 
Par-tout  on  a  vu  la  connoiffance  de  cer- 
taines quantités  faire  arriver  à  celle  d'autres 
quantités  qu'on  pouvoit  auparavant  regar- 
der comme  inconnues. 

L'Addition  en  offroit  d'abord  un  exem- 
ple. Pour  trouver  la  fomme  de  deux  ou  de 
pluiieurs  nombres  donnés ,  il  falloit  cher- 
cher un  nombre  inconnu  qui  fût  égal  à  ces 
nombres  connus  pris  enfemble. 

Dans  la  Souftraftion  on  cherchoit  un 
nombre  qui  fût  égal  à  la  différence  de  deux 
nombres  connus. 

Une  multitude  d'autres  exemples  fe  font 
préfentés  dans  la  Multiplication  &  dans  la 
Divifion,  dans  l'élévation  des  puiffances 
&  dans  l'extraclion  des  racines  -,  la  quef- 
tion  fe  réduifoit  toujours  à  trouver,  par  le 
moyen  de  quantités  connues,  une  autre 
quantité  inconnue  jufqu'alors. 
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565. 

Enfin  dans  la  dernière  feftion  nous 
avons  auffi  réfolu  différentes  queflions ,  où 
il  s'agifloit  de  déterminer  un  nombre  qui 
ne  pouvoit  être  conclu  de  la  connoifTance 
d'autres  nombres  donnés  que  fous  de  cer- 
taines conditions. 

Toutes  les  queflions  fe  réduifent  donc 
à  trouver  ,  par  le  fecours  de  quelques  nom- 
bres donnés,  un  nouveau  nombre  qui  ait 
avec  ceux-là  une  certaine  connexion  ;  & 
cette  connexion  fe  détermine  par  de  cer- 
taines conditions  ou  propriétés  qui  doivent 
convenir  à  la  quantité  cherchéer 

566. 

Lorfqu'il  fe  préfente  une  queftion  à  ré- 
foudre ,  on  indique  par  une  des  dernières 
lettres  de  l'Alphabet  le  nombre  cherché , 
&  on  examine  enfuite  de  quelle  manière 
les  conditions  données  peuvent  former  une 
égalité  entre  deux  quantités  -,  cette  égalité 

Ffiij 
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qui  eft  repréfentée  par  une  efpece  de  for* 
mule  qu*on  appelle  équation  ,  fert  enfuite 
P  déterminer  la  valeur  du  nombre  cherché, 
«&:  par  conféquent  à  rélbudre  la  queftion, 
îl  arrive  quelquefois  qu'on  cherche  plu^ 
iieurs  nombres  j  on  les  trouve  pareillement 
par  ào-S  équations. 

567. 

Expliquons-nous  mieux  par  un  exemple, 
6^  iuppofons  la  queftion  ou  le  problème  qui 
fuit: 

Vingt  perfonnes,  hommes  &  femmes,, 
mangent  dans  une  auberge  ,  l'écot  d'un 
homme  ell  8  fous ,  celui  d'une  femme  eft 
7  fous  5  &  la  dépenfe  totale  fe  monte  à  7  I, 

5  fous  ;  on  demande  le  nombre  des  hom- 
xnes  &  celui  des  femmes  ? 

On  fuppofera ,  pour  réfoudre  cette  quef- 
tion ,  que  le  nombre  des  hommes  foit  ^=zx^ 

6  regardant  maintenant  ce  nombre  com^ 
âne  connu  ,  on  procédera  de  la  même  ma- 
fiiere  que  fi  on  youloit  faire  la  preuve  6c 
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voir  fi  ce  nombre  fadsfait  à  la  queftion. 
Or  le  nombre  des  hommes  étant  ^^x ,  & 
les  hommes  &  les  femmes  faifant  enfem- 
ble  vingt  perfonnes ,  il  eft  facile  de  déter- 
miner le  nombre  des  femmes  ,  on  n'a  qu'à 
foufiiraire  de  20  celui  des  hommes ,  c'eil- 
à-dire  que  le  nombre  des  femmes  r=20 

—  X, 

Mais  un  homme  dépenfe  8  fous,  donc 
X  hommes  dépenfent  8  a:  fous. 

Et  puifqu'une  femme  dépenfe  7  fous , 
20 — X  femmes  auront  dépenfe  140 — jx 
(bus. 

Ainfi  ajoutant  enfemble  S  a:  &  1 40 — yx, 
on  voit  que  toutes  les  20  perfonnes  auront 
dépenfe  i40'-j-:^  fous.  Or  on  fait  d'avance 
combien  elles  ont  dépenfe  ,  fa  voir  7  liv. 

5  fous,  ou  145  fous;  il  faut  donc  qu'il  y 
ait  égalité  entre  i40-[-^  &  145  ?  c'efî-à- 
dire  qu'on  ait  l'équation  ij^o-\-x=zzi^^  , 

6  de-là  on  tire  facilement  ,r=:5. 

Donc  l'écot  étoit  de  5  hommes  &  de 
ij  femmes, 

Ff  iv 
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568. 

Autre  queßlon  de  la  même  efpece. 
Vingt  perfonnes,  hommes  &  femmes, 
fe  trouvent  dans  une  auberge  5  les  hommes, 
dépenfent  24  florins ,  &  les  femmes  autant, 
&  il  fe  trouve  qu'un  homme  a  dépenfé  i 
florin  de  plus  qu'une  femme  ;  on  demande 
combien  il  y  avoit  d'hommes  &  combien 
de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  :=x, 
celui  des  femmes  fera  ^=.10 — x. 
Or  ces  X  hommes  ayant  dépenfé  24 
florins ,  l'écot  de  chaque  homme  efl:  de 
—  florins. 

X 

De  plus  les  20 — x  femmes  ayant  auflî 
dépenfé  24 florins,  l'écot  de  chaque  femme 
eft  -^  florins. 

10— X 

Mais  on  fait  que  cet  écot  d'une  femme 
efl:  d'un  ilorin  plus  petit  que  celui  d'un 
homme  ;  iî  donc  on  foufl:rait  i  de  l'écot 
d'un  homme ,  il  faut  qu'on  obtienne  celui 
d'une  femme  ,  &  par  conféquent  que  ^ 
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— i=-^i-.  Voilà  donc  l'équation  de  la- 
quelle  il  s'agit  de  tirer  la  valeur  de  x  s  on 
ne  trouve  pas  cette  valeur  avec  la  même 
facilité  que  dans  la  queftion  précédente  j 
mais  on  verra  dans  la  fuite  que  x=8  ,  & 
cette  valeur  fatisfait  en  effet  à  l'équation  j 
car  ^ — 1:=— renferme  l'égalité  2  =  2. 

569. 

On  voit  bien  à  quel  point  il  efl  effentiel, 
dans  tous  les  problêmes ,  de  pefer  avec  at- 
tention toutes  les  circonftances  de  la  quef- 
tion ,  afin  d'en  déduire  une  équation ,  en 
exprimant  par  des  lettres  les  nombres  cher- 
chés ou  inconnus.  Tout  l'art  confifle  en- 
fuite  à  réfoudre  ces  équations  pour  en  tirer 
les  valeurs  des  nombres  inconnus ,  &  c'efl 
de  quoi  nous  nous  occuperons  dans  cette 
feélion. 

570. 

Nous  avons  à  remarquer  d'abord  une 
diverfité  qui  réfide  dans  les  queflions  elles- 
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mêmes.  Dans  quelques-unes  on  ne  cherche 
qu'une  feule  quantité  inconnue  ,  dans  d'au- 
tres on  en  cherche  deux  ou  plulieurs  j  &  il 
faut  obferver  dans  ce  dernier  cas  qu'il  faut, 
pour  les  déterminer  toutes  ,  pouvoir  dé- 
duire des  circonftances  ou  des  conditions 
du  problême  ,  autant  d'équations  qu'il  y  a 
d'inconnues. 

571- 

On  a  déjà  pu  s'appercevoir  qu'une  équa- 
tion confifle  en  deux  membres  qu'on  fépare 
par  le  figne  d'égalité ,  = ,  pour  indiquer 
que  ces  deux  quantités  font  égales  l'une  à 
l'autre.  On  eft  obligé  fouvent  de  faire  fubir 
bien  des  transformations  à  ces  deux  mem- 
bres, afin  d'en  déduire  la  valeur  de  \^ 
quantité  inconnue  j  mais  ces  transforma- 
tions cependant  doivent  toutes  fe  fonder 
fur  ce  que  deux  quantités  égales  reftent  éga- 
les,  foit  qu'on  leur  ajoute  ou  qu'on  en  re- 
tranche des  quantités  égales  ,  foit  qu'on  les 
multiplie  ou  qu'on  les  divife  par  un  même 
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nombre ,  foit  qu'on  les  élevé  toutes  deux 
à  la  même  puilTance  ,  ou  qu'on  en  extraie 
les  racines  d'un  même  degré  ,  foit  enfin  que 
l'on  prenne  les  logarithmes  de  ces  quan- 
tités ,  comme  nous  Tavons  déjà  pratiqué 
dans  la  fe6^ion  précédente. 

572. 

Les  équations  qu'on  réfout  le  plus  faci- 
lement ,  font  celles  où  l'inconnue  ne  pafie 
pas  la  première  puifîance  après  qu'on  a  mis 
les  termes  de  l'équation  en  ordre  ,  &  on 
les  appelle  équations  du  premier  degré.  Mais 
iorfqu' ayant  réduit  &  ordonné  une  équa- 
tion ^  on  y  rencontre  le  quarre  ou  la  fé- 
conde puilTance  de  l'inconnue  ,  on  a  une 
équation  du  fécond  degré  ^  qui  eil  déjà  plus 
difficile  à  réfoudre.  Enfuite  viennent  les 
équations  du  troifieme  degré ^^  qui  renferment 
le  cube  de  l'inconnue ,  &  ainfî  de  fuite. 
Nous  traiterons  de  toutes  dans  cette  fe61ion. 

^4î^ 
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CHAPITRE'    IL 

De  la  réfolution  des  Equations  du  premier 
degré, 

573- 

X-jORSQUE  le  nombre  cherché  ou  inconnu 
efl  indiqué  par  la  lettre  x  ,  &  que  l'équa- 
tion qu'on  a  obtenue  eft  telle  que  Tun  de 
fes  membres  renferme  fimplement  cet  x^  & 
l'autre  purement  un  nombre  connu  ,  com- 
me, par  exemp.  x^^i'^ ,  la  valeur  cherchée 
de  X  eil:  toute  trouvée.  C'eft  donc  à  parvenir 
à  une  telle  forme  qu'il  faut  toujours  faire 
fes  efforts  ,  quelque  compUquée  que  foit 
l'équation  qu'on  a  trouvée  d'abord.  Nous 
donnerons  dans  la  fuite  les  règles  qui  ren- 
dent ces  réduclions  plus  faciles. 

574- 

Commençons  par  les  cas  les  plus  (impies, 
&  fuppofons  d'abord  qu'on  foit  parvenu  à 
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i'équation  x-\^=:i6  ^  on  voit  fur  le  champ 
que  x=zy.  Et  en  général  (i  on  a  trouvé 
x-\-az=:b ,  cù  a  Se  b  fignifient  des  nombres 
quelconques,  mais  connus ,  on  n'a  qu'à  fouf^ 
traire  a  de  l'un  &  de  l'autre  membre ,  ôc 
on  obtient  l'équation  x=zh — a,  qui  indique 
la  valeur  de  x. 

575. 

Si  l'équation  trouvée  efl:  x — a=lf ,  on 
ajoutera  des  deux  côtés  a ,  &c  on  aura  la 
valeur  cherchée  de  x=^l>-^a. 

On  procédera  de  même,  fi  la  première 
équation  a  cette  forme  ,  x — a=aa~^i  j 
car  on  aura  fur  le  champ  x=aa-\-a-\^i. 

Cette  autre  équation  ,  x — Sa:=:^io — 6a  ^ 
donne  x=zio — 6a-\-Sa ,  ou  x=:io-\-'2a. 

Et  celle-ci,  x--\-6a=^io-\-'^a ,  donne  x 
=.iO-\-^a,  —  6a,  ou  ;c:^==20 — ■^a. 

576. 

Si  l'équation  primitive  a  cette  forme , 
X — a-^l>z=:c,  on  peut  commencer  par  ajou- 
ter de  part  &  d'autre  a ,  on  aura  x-\-6z:::^c-\-a^ 
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&  en  fouftrayant  enfuite  h  Aqs  deux  côtés  5 
on  trouvera  x=zc-\-a — 6,  Mais  on  peut 
aufîi  ajouter  d'abord  -j-a  — 17  de  part  & 
d'autre  ;  on  obtient  par-là  fur  le  champ  x 

Ainfî  dans  les  exemples  fuivans 
Si  X — 2a-j-3/'r^o  ,  on  a  xzi=:2a — 3^. 
Six — -^a-^ihzi^zi^-^a-^il^ ,  on  a  x=i^ 

Si  x — ^-j-6a=i'^-^ia  ,  on  a  x=:'^4 — 4a» 

577. 

Quand  l'équation  trouvée  a  la  forme 
ax=z:.h  ,  on  divife  feulement  les  deux  mem- 
bres par  a ,  &  on  2.  xzz^-.  Mais  fi  l'équa- 
tion efi:  de  la  forme  ax-^b — c=zd^  il  faudra 
d'abord  faire  difparoître  les  termes  qui  ac- 
compagnent ax  ,  en  ajoutant  de  part  & 
d'autre — b-^c  ;  &  après  cela,  en  divifant 
par  a  la  nouvelle  équation  axz=d: — ^-f-c, 

d-b  +  c 

on  aura  xr=; — - — . 
û. 

On  auroit  trouvé  la  même  chofe  en  fouf^ 
trayant  -\-b — c  de  l'équation  donnée  j  on 
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auroit  eu  pareillement  ax=^d — ^"-{-c,  & 
x=::^'\  En  conféquence  de  cela 
Si  2;c-[-5=i7,  on  a  ix=zi  1 ,  ßcx=^6. 

Si  ^X S=::^J  ,  on  a  3x1^=15  ,  Szx:^:^^, 

Si  4x — 5  —  3^:=:=i  5  4^9^,  on  a  4x=:iq 
-j-i  2(î  ,  &  par  conféquent  x^^^-^'^a, 

578. 

Quand  la  première  équation  aura  la  for- 
me J::^^/^,  on  multipliera  des  deux  côtés 
par  a,  pour  avoir  x^z^aS. 

Mais  û  l'on  a  j-f-^ — c=:d,  il  faudra 
d'abord  faire  ^:=^ — ^-j-^j»  après  quoi  on 
obtiendra  x=^(d — lf-\-c)a=zad — al^~^ac. 

Soit  ^-  X  —  3:1=4,  on  a^  x=y ,  Se  x 
=  14. 

Soit  ^x-^-i+ 2^1=3+^5  on  aurajjrr=:4 
■ — a  y  &  x=zzii  —  ja. 

Soit^  — i=a,  onaura^4i=^-f-'  ^  ^ 
x=,aa — I.' 

579- 

Quand  on  eft  parvenu  à  une  équation , 
comme  ^:=:c^  on  multiplie  d'abord  par 
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b ,  afin  d'avoir  ax=:bc ,  &  divifant  enfuit« 

bc 

par  a  y  on  trouve  x:=:— , 

Que  fi  ^ — c=^d,  on  commenceroit  par 
donner  à  l'équation  cette  forme  ^  :==c/+c , 
après  quoi  on  parviendroit  à  la  valeur  de 
ax:=^bd-\-bc ,  &  à  celle  de  Ar:=  -^. 

Suppofons-A:  —  4^=1,  nous  aurons - 

X=')  ,  &  2X:rz::l  5  j   donC  ;»f:=:^  — OU=^  ~. 

Si  -a;+-:i=c  ,  nous  avons -jc=  c — - 
=  |j  donc  3Ar=i8,  &  ;t  =  6. 

580. 

Confidérons  à  préfent  le  cas ,  qui  peut 
arriver  fréquemment ,  où  deux  ou  plulieurs 
termes  contiennent  la  lettre  x,  foit  dans 
un  feul  membre  de  l'équation,  foit  dans 
tous  les  deux. 

Si  ces  termes  font  tous  du  même  côté, 
c'eft-à-dire  dans  un  feul  membre ,  comme 
dans  l'équation  ;c-|-^x-|- 51^:1 1  ,  on  a  a: 
-|--a:^=6,  &  3;v:i=i2,  &  enfin  x=^4. 

Soit 
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Soit  A:4-^Ar-)-.ijf^=44  ,  &  qu'on  de- 
mande la  valeur  de  a:  :  fi  on  multiplie  d'a- 
-  Lord  par  3  ,  on  a  4^-|-ix:^i  32  ;  multi- 
pliant enfuite  par  2  ,  on  a  jix=zi64', 
donc  A::r=:24.  On  auroit  pu  procéder  plus 
brièvement ,  en  commençant  par  réduire 
les  trois  termes  qui  renferment  x ,  au  feul 
terme  ^xy  &  divifant  enfuite  par  11  l'équa- 

tion^A::=44,  on  auroit  eu^;c=4,  donc 
;ti=24. 

Soitjx—lx-\-'-x=:i ,  on  aura,  enré- 
duifant,  j^x=i  ,  &  x=:i\ 

Soit,  plus  généralement,  ax — l>x-^cx 
^=J,  c'eft  comme  fi  on  avoit  (a — l>Â-c) 
x=^d^  doû  l'on  tire  x=-4~, 

M  —  O+C 
581.  • 

Lorfqu'il  fe  trouve  des  termes  renfer« 
mant  x  dans  l'un  &  l'autre  membre  de 
l'équation ,  on  commencera  par  faire  dif- 
paroître  ces  termes  du  côté  où  cela  efi:  plus 
facile,  c'eft-à-dire  où  il  y  en  a  le  moms. 
Tome  I,  G  g 
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Si  on  a  ,  par  exemple-,  l'équation  3a:-J-2 
z=z:x-\-io ,  il  faudra  fouflraire  d'abord  x 
des  deux  côtés,  on  aura  ix-^i=zzio  -,  donc 

2.r::^8  ,    &   X  =  4, 

Qu'on  ait  x-\-4::=::=;io — X ,  il  eu  clair  que 
2a;~|-4;=^2o  j  &■  par  conlequent  ix=:i6 y 
&  x=S. 

Soit  ;if+8=32 — 3X5  on  aura  4^^+8=32; 
enfuite  4Ar:r=24,  &  xz=z6. 

Soit    15 Xi:::::20 IX,  OU   aura    15-]-^ 

Soit  i-j-.T:=5  —  ^-Xy  on  aura  i-]-Ja; 
;=5  j  après  cela  ^;t:=: 4  j  -^x^S;  enfin 

s  a 

Jf::r::-:=:::2-. 
3  3 

Si^' — ^;ï:=ij — ^x,  on  ajoutera^x, 
cela  donnQ'-=^j-\-^Xi  fouflrayant  j  ,  il 
re{xe^x:=z'^',  &  multipliant  par  12  ,  on 
obtient  x=:z. 

Si  I  ^  —  ^;!::=^-|-î-;c,  on  ajoute  jx, 
cela  donne  i  '-=^-~\-lx.  Souflrayant  ^  , 
on  a  lx=:i  -,  d'où  l'on  tire  ;c:=i  7^=:^ 77, 
en  multipliant  par  6 ,  &  en  divifant  par  7. 
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582. 

Si  on  eil  parvenu  à  une  équation  où  le 
riombre  inconnu  x  ell  un  dénominateur ,  il 
faut  faire  difparoître  la  fraction ,  en  muiîi- 
pliant  toute  l'équation  par  ce  dénominateur* 

Suppofons  qu'on  ait  trouvé  ^° — 8^i=:i2, 
on  ajoutera  d'abord  8,  &  onaura— ^i-^n- 
multipliant  enfuite  parx,  on  a  100^=20^:; 
&  divifant  par  20,  on  trouve  .^=5. 

SoitH:^=:7. 

X-f.1 

Si  on  multiplie  par  x~\ ,  on  a  '^x-\-'i^^=zrjx; 

—  7. 
Souftrayant  5^-,  il  refte  3=:2;i'— 7. 
Ajoutant  7 ,  il  vient  2jr=i  o.  Donc  :a=z^, 

583. 

Quelquefois  auiîi  on  rencontre  à^s  fignes 
radicaux,  &  l'équation  ne  laifTe  pas  d'ap- 
partenir au  premier  degré.  Par  exemple  ^ 
on  cherche  un  nombre  x  au-deiTous  de  1 00^ 
&  tel  que  la  racine  quarrée  de  100— jf 
devienne  égale  à  8  ,  ou  v/(ïoo— jr)— S^ 
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on  prendra  des  deux  côtés  le  quarre  loo 
— x=z64,  &  en  ajoutant  x  on  aura  loo 
t=64-hx,  d'où  l'on  tire  ;c=  ICO — 64^=^t,6. 
On  pourroit  aufli,  puifque  loo — a:=(54, 
fouftraire  i  oo  de  l'un  &  de  l'autre  membre; 
on  auroit  — x=^ — 36,  ôcen  multipliant 
par  — I ,  x='^6, 

584. 

Quelquefois  enfin  le  nombre  inconnu  x 
fe  trouve  dans  re^cpofant,  nous  en  avons 
vu  des  exemples  plus  haut ,  &  il  faut  alors 
avoir  recours  aux  logarithmes. 

Ainfi  ,  quand  on  a  2*:==  5 1 2  ,  on  prend 
des  deux  côtés  les  logarithmes  ;  on  a  ;cL.  2 
=^L.  5 1 2  j  &  en  divifant  par  L.  2  ,  on  trouve 
X — hill^.  Les  tables  donneront  donc 

'  3^090700  __  270922  ou    j^  _  g. 

0,3010300  30103  '^ 

Soit  5.3"— 100  =  305  ,  on  ajoutera 
looj  cela  fait  ^.f''=40<j',  divifant  par 
5  ,  on  a  3"=8 1  j  prenant  les  logarithmes 
2a:L.3=L.8i  ,  &  divifant  par  2L.3  ,  on  a 
^__L1'  ou;c  =  i^^    donc   x  =  '-^^^ 

19084850 


D^  A   L    G    E   B    R    E,  46^ 

g'  = 

CHAPITRE     III. 

JDe  lafolution  de  quelques  queßlons  relatives 
au  Chapitre  précédent, 

585. 

X  REMiERE  Question.  Partager  7  en  deux 
parties ,  telles  que  la  plus  grande  furpaffe 
de  3  la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  =1:;^,  la  plus 
petite  fera  ='j  —  :v  ;  il  faut  donc  que  x 
:=7 — ^"4-3  ,  ou  =10  —  X  ;  ajoutant  x, 
on  a  2x=io;  &  divifant  par  2 ,  le  réful- 
tat  eft  x=:^. 

Réponfe,  La  plus  grande  partie  eft  5  , 
&  la  plus  petite  eft  2. 

Seconde  queßlon.  On  propofe  de  par- 
tager a  en  deux  parties ,  de  façon  que  la 
plus  grande  furpaffe  de  b  la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  :=^x ,  l'autre 
fera  a — x^  ainft  x=-a — x-\-b  ;  ajoutant 

Gg  iij 
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jc ,  on  a  2a:=:::(2-j~^  j  &  divifant  par  %  „ 


a+h 


Autre  foluîion.  Soit  la  plus  grande  partie 
p=x  y  comme  elle  eil.  plus  grande  de  b  que 
ja  plus  petite ,  il  ed:  clair  que  celle-ci  efl 
de  b  plus  petite  que  l'autre ,  &  r=  x  —  b^ 
Or  CCS  deux  parties  ,  prifes  enfemble ,  doi- 
vent faire  a  ;  il  faut  donc  que  zx—b^::^a  ; 
ajoutant  /^ ,  on  a  zx:=^a-\-b ;  donc  x=::^~-  , 
c'efl  la  valeur  de  la  plus  grande  partie , 
&  celle  de  la  plus  petite  fera  —  — b  ou  — 


—  ,  ou 


,586. 

Trolßeme  queßion.  Un  père  qui  a  trois 
fils,  leur  laifTe  1600  écus.  Le  teftament 
porte  que  l'aîné  aur^  200  écus  de  plus  que 
le  puîné  ,  &  que  celui-ci  aura  100  écus 
de  plus  que  le  cadet.  On  demande  quelle 
fera  la  portion  de  chacun  ? 

Soit  la  portion  du  troiiiemefils  =ia:  _,•  celle 
du  fécond  fera  =::Ar-|-ioo,  &  celle  du 
premier  :=:^-i-3  00,  Or  on  fait  que  ces  trois 
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portions  font  enfemble  1600  écus.  On  a 
donc  3X-I-400  =::i6oo 

3  X  :=::zî  2CO 
^  X   zziz    400. 

Réponfe.  La  part  du  cadet  eft  400  écus , 
celle  du  puîné  eft  500  écus,  Se  celle  de 
l'aîné  eil  700  écus. 

587- 

Quatrième  quefllon.  Un  père  laiiTe  quatre 
fils  &  8600  liv.  ;  fuivant  le  teftament  la  part 
de  l'aîné  doit  être  double  de  celle  du  fé- 
cond, moins  100  liv.  le  fécond  doit  rece- 
voir trois  fois  autant  que  le  troifieme ,  moins 
200  liv.  &  le  troifieme  doit  recevoir  quatre 
fois  autant  que  le  quatrième  ,  moins  300  L 
On  demande  quelles  font  les  portions  de 
ces  quatre  fils  }  Nommons  x  la  portion  du 
cadet  ;  celle  du  troiiîeme  fils  fera  =  4^; 
—  300;  celle  du  fécond  ^=iizx — iioo, 
&  celle  de  l'aîné  =24x— -2300.  La  fomme 
de  ces  quatre  parts  doit  faire  8600  liv.  On 
a  donc  l'équation  41:^!: — 37003=:=;86oo  ,  ou 

4i.v;=:i  2300  ,  &  A';==300. 

Gg  iv 
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Réponfe,  Il  revient  au  cadet  300  livres, 
au  troifieme  fils  900  livres ,  au  fécond  2  5  00 
livres ,  &  à  l'aîné  4600  livres. 

588. 

Cinquième  queßion.  Un  homme  laifle 
Il 000  écus  à  partager  entfe  fa  veuve, 
deux  fils  &  trois  filles.  11  veut  que  la  mère 
reçoive  deux  fois  la  portion  d'un  fils ,  & 
qu'un  fils  reçoive  deux  fois  autant  qu'une 
fille.  On  demande  combien  il  revient  à  ces 
perfonnes  féparément  ? 

Suppofons  la  portion  d'une  fille  =;»r,  celle 
d'un  fils  efi:  par  conféquent  =  ix  ^  ^  celle 
de  la  veuve  :==■  4x,-  tout  l'héritage  eft  donc 
3^-j-4:vr-|-4Ar,-  ainfi  1 1  ;>;;::=  n  000  ,  &  x 

^=1000. 

Réponfe,  Une  fille  tire   1 000  écus , 

ainfi  toutes  les  trois  reçoivent  3000  écus» 

Un  fils  tire  2000  écus , 

ainfi  les  deux  fils  reçoivent    4000 

La  mçre  reçoit  — -  — 4000 

fomme  1 1000  écus* 
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589. 

Sixième  queßion.  Un  père  veut  par  fon 
teftament ,  que  fes  trois  fils  partagent  fon 
bien  de  la  manière  fuivante  :  l'aîné  reçoit 
1000  écus  de  moins  que  la  moitié  de  tout 
l'héritage  j  le  fécond  reçoit  800  écus  de 
moins  que  le  tiers  de  tout  le  bien  ;  &  le 
troifieme  reçoit  600  écus  de  moins  que  le 
quart  du  bien.  On  demande  à  quelle  fomme 
fe  monte  l'héritage  entier  ,  &  quelle  eft  la 
part  de  chaque  héritier  ?  / 

Exprimons  l'héritage  par  xz 
la  part  du  premier  fils  eft  ^  x — 1 000 
celle  du  fécond  ^-x —  800 

celle  du  troifieme  \-x —  600. 

Ainfi  les  trois  fils  enfemble  tirent-  x +7 
x-\~^-x —  2400 ,  &  cette  fomme  doit  être 
égale  à  :v;  on  a  donc  l'éq^ation^;»;— 2400 
;=zx, 

Souflrayant x ,  il refle  jix  —  2400 ^=  o. 
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Ajoutant  2400,  on  a  ^^^^ 2400.  Multi- 
pliant enfin  par  1 2  ,  le  produit  efl:  x  éga- 
lant 28800. 

Réponfe,  L'héritage  eu  de  28800  éciis,  & 
l'aîné  des  fils  reçoit  i340oécus. 

le  puîné — •  —     8800 

le  cadet    —  — •  ■ — •  —     6600 


tous  trois  enfemble  28800  écus. 

590. 

Septième  queßlon.  Un  père  laifTe  quatre 
fils,  qui  partagent  fon  bien  de  la  manière 
qui  fuit: 

Le  premier  prend  la  moitié  de  l'héritage , 
moins  3000  livres. 

Le  fécond  prend  le  tiers ,  moins  1000 1. 

Le  troifieme  prend  exactement  le  quart 
du  bien. 

Le  quatrième  prend  600  livres ,  &  la 
cinquième  partie  du  bien. 

De  combien  étoit  l'héritage  ,  &  com- 
bien chaque  fils  a-t-il  reçu  ? 
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Soit  riiéritage  total  =  x  : 

l'aîné  des  fiis  aura        \x — 3000 

le  puîné     — •  ^-x — 1000 

le  troideme      —  ■ —  \x 

le  cadet     —  — -  —  7-^~l~'  ^^o. 

Tous  les  quatre  auront  xe(^\i\x+^-x-\--^ 
x-^-jx — 3400,  ce  qu'il  faut  égaler  à  x, 
d'où  réfulte  l'équation  £.v — 34oo==:;x,- 

fouftrayant  x ,  on  a|^x — 3400^=^0  j 

ajoutant  3400,  on  a^;^i=:3400; 

divifant  par  17,  on  a^xr=:r200; 

multipliant  par  60  ^  on  a  at^::;  12000. 

Réponfe.  L'héritage  étoit  de  1 2000  iiv. 
le  premier  fils  en  a  pris    3000 

le  fécond  —  — 3000 

le  troifieme     —  —  —  3000 
le  quatrième  —  —  —  3000. 

591. 

Huitième  queflion.  Trouver  un  nombre 
tel  que ,  (i  on  y  ajoute  fa  moitié ,  la  fomme 
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furpafle  60  d'autant  que   le  nombre  lui- 
même  eft  au-deffous  de  65. 

Soit  ce  nombre  =:zzx  ^i\  faut  que  x-\-- 
X — 60=6  5  — X ,  c'eft-  à-  dire  \  x — 6o=(5  5 

ajoutant  AT,  on  2i\x — (30=^5  j 
ajoutant  60,  on  a^A:i=:ri25; 
divifant  par  5  ,  on  2i\x^^i^  ; 
multipliant  par  2  ,  on  a  a:  ^:  50. 
Réponfe,  Le  nombre  cherché  eft  50. 

592. 

Neuvième  queßlon.  Partager  3  2  en  deux 
parties  telles  que  ,  fi  je  diviie  la  moindre 
par  6,  &  la  plus  grande  par  5  ,  les  deux 
quotiens  pris  enfembie  fafTent  6, 

Soit  la  plus  petite  des  deux  parties  cher- 
chées =x  i  la  plus  grande  fera  :=3  2 — x; 
la  première  j  divifée  par  6,  donne  |-;  la  fé- 
conde ,  divifée  par  5  ,  donne  — ^  ;  or  il 
faut  que  ^~|^^^— ^  r==6.  Ainfi  multipliant  par 
5^  on  a^x-l-32— -;\r=30^  ou— ^^+32 
=1=30. 
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ajoutant  ^AT,  il  vient  32=30-}-^jf,- 
fouflrayant  30,  il  refte  %=:\x ; 
multipliant  par  6 ,  on  a  ;t=i2. 
Réponfe.  Les  deux  parties  font  :  la  plus  pe- 
tite ^=12,  la  plus  grande  ::=20. 

593- 

Dixième  queflion.  Trouver  un  nombre 
tel  que  ,  fi  je  le  multiplie  par  5  ,  le  produit 
foit  autant  au-defîbus  de  40 ,  que  le  nom- 
bre lui-même  efl  au-deflbus  de  i  2.  Je  nom- 
merai ce  nombre  x  ^  il  eft  au-defTous  de 
1 2  de  1 2 — X  i  prenant  le  nombre  x  cinq 
fois ,  j'ai  5  AT ,  ce  qui  eft  moindre  que  40 
de  40 —  5  a:  ,  &:  cette  quantité  doit  être  égale 
à  12  —  X. 

J'ai  donc  40  —  ^x=^\i  —  x; 
ajourant  5;^,  j'ai  40::=!  2-}-4X,• 
fouftrayant  12  ,  j'ai  z'èz=:^x  ; 
divifantpar  4,  j'ai  x:=:j ^  nombre  cher- 
ché. 
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594- 

On:^ieme  queßion.  Partager  25  en  deux 
parties ,  telles  que  la  plus  grande  contienne 
49  fois  la  plus  petite. 

Soit  cette  dernière  =^,  la  plus  grande 
fera  =25 — x.  Celle-ci  divifée  par  celle-là 
doit  donner  le  quotient  49  5   on  a  donc 

12.%  —  X 

Multipliant  par  ;f ,  on  a  25 — x=z^(^x  ^ 

ajoutant  ;«c,      — • •  25        ^iz^^ox  i 

divifant  par  50,  —  —     x       :=i^. 
Réponfe,  La  plus  petite  des  deux  parties 

cherchées  eft  ^ ,  &  la  plus  grande  eft  24  ^  ; 

divifant  celle-ci  par^,  ou  multipliant  par 

2 ,  on  trouve  49. 

595. 

Douzième  queßion.  Partager  48  en  neuf 
parties ,  de  façon  que  l'une  foit  toujours  de 
-  plus  grande  que  la  précédente. 

Soit  la  première  &  la  plus  petite  partie 
=x,  la  féconde  fera  :=:Ar-j-^,  latroißeme 
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Or  ces  parties  formant  une  progreßion 
arithmétique  ,  dont  le  premier  terme  ^=^x^ 
le  neuvième  &  dernier  terme  fera  :=x+4. 
Ajoutant  ces  deux  termes  enfemble ,  on  a 
2.r-J-4  j  multipliant  cette  quantité  par  le 
nombre  des  termes,  ou  par  9 ,  on  a  iSat 
-{-365  &  divifant  ce  produit  par  2,  on 
obtient  la  fomme  de  toutes  les  neuf  parties 
=  9;r-j-i8  ,  &  qui  doit  équivaloir  à  48. 
On  a  donc  9Ar-j-i8  =  48  j 

fouftrayant  18,  il  refie  9,t:=::30  5 

&  divifant  par  9  on  a      x:==:3-. 

Réponfe.  La  première  partie  eft  3  -  ,    & 
les  neuf  parties  fe  fuivent  dans  l'ordre  que 
voici  : 
123456789 

Toutes  enfemble  font  48. 
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Treizième  queßion.  Trouver  une  progref» 
fion  arithmétique,  dont  le  premier  terme 
=  5  5  le  dernier  r::^  i  o ,  &  la  fomme  ;=  60* 
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Nous  ne  connoiflbns  ici  ni  la  différence 
ni  le  nombre  des  termes  ,  mais  nous  favons 
que  le  premier  &  le  dernier  terme  nous 
fuffiroient  pour  exprimer  la  fomme  de  la 
progreffion  ,  fi  feulement  le  nombre  des 
termes  étoit  donné.  Nous  fuppoferons  donc 
ce  nombre  z^a:^  &  la  fomme  de  la -pro- 
greffion s'exprimera  par  ^  j  or  nous  favons 
d'ailleurs  que  cette  fomme  eft  60  j  ain(î 
11^  — 6oj  ^x=4,  &  x  =  %. 

Maintenant ,  puifque  le  nombre  des  ter- 
mes eft  8  ,  fi  nous  fuppofons  la  différence 
=:i:^,  il  ne  s'agit  plus  que  de  chercher  le 
huitième  terme  dans  cette  fuppofition ,  & 
de  le  faire  =  i  o.  Le  fécond  terme  eft  5+{r 
le  troifieme  eil  54-2{,  &  le  huitième  eil 

5+7{>  ainfi 

5+7T=io 
7{=  5 

Réponse,  La  différence  de  la  progreffion 
eft  -,  &  le  nombre  des  termes  eil  8 ,  & 
par  conféquent  la  progreffion  eil 
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1234567        8 
dont  la  fomme  =.60, 

597- 

Quatorzième  queßion.  Je  cherche  un  nom- 
bre tel ,  que  iî  du  double  de  ce  nombre 
je  fouftrais  1  ,  &  que  je  double  le  refte^ 
qu'enfuite  je  ibuilraie  2 ,  &  que  je  divife 
le  refle  par  4 ,  le  nombre  réfultant  de  ces 
opérations  foit  de  i  plus  petit  que  le  nom- 
bre cherché. 

Je  fuppoferai  ce  nombre  — =jcy  le  double 
efl:  zx i  fouftrayant  i  ,  il  refte  ix — i  ; 
doublant  ceci,  j'ai  4X — 2  ;  fouftrayant  2, 
il  me  relie  4  a: — 4  ;  divifant  par  4,  il  me 
vient  X — i  ;  &  c'eil  ce  qui  doit  être  d'une 
unité  plus  petit  que  x  y  ainlî 
X  —  irzzjc  —  I, 
Mais  voilà  ce  qu'on  nomme  une  équa- 
tion identique  ;  elle  indique  que  x  n'eft  pas 
du  tout  déterminé  ,  &  qu'on  peut  prendre 
à  fa  place  un  nombre  quelconque  à  volonté» 
Tome  /,  H  h 
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598. 

Quln:çieme  queßion.  J'ai  acheté  quelques 
aunes  de  drap  à  raifon  de  7  écus  pour  5 
aunes ,  j'ai  revendu  de  ce  drap  à  raifon  de 
II  écus  pour  7  aunes,  &  j'ai  gagné  100 
écus  fur  le  tout  :  on  demande  combien  il 
y  avoit  de  drap  ? 

Suppofons  qull  y  en  ait  eu  x  aunes  ; 
il  faudra  voir  d'abord  combien  l'emplette 
a  coûté  i  cela  fe  trouve  par  la  regle  de  trois 
fuivante  : 

Cinq  aunes  coûtent  7  écus  j  que  coûtent 
X  aunes  ?  Réponfe  ,  jat  écus. 

Voilà  ma  dépenfe.  Voyons  à  préfent 
quelle  eft  ma  recette  ;  il  faudra  faire  la 
regle  de  trois  qui  fuit:  Sept  aunes  m€  valent 
1 1  écus ,  combien  me  rapportent  x  aunes  ? 
Rép,  —  X  écus.    • 

Cette  recette  doit  furpaffer  de  100  écus 
la  dépenfe  ;  on  a  donc  cette  équation: 

—  X=:.yx-\-\00', 
7  5         I  ' 

fouftray ant "^-x ,  ilrefte  —  ^=iooj 


d'  A   L    G   E   B    R  Eo  483 

donc  6;if=:35oo,  &  ^^=583!. 

Réponfe,  Il  y  avoit  583^  aunes  ,  qui  ont 
été  achetées  pour  8 1 6 1  écus ,  &  revendues 
enfuite  pour  9i($|  écus,  moyennant  quoi 
le  profit  a  été  de  100  écus. 

599- 

Seizième  quefllon,  Quelqu*un  acheté  1 2 
pièces  de  drap  pour  140  écus.  Deux  font 
blanches  ,  trois  font  noires  &  fept  font 
bleues.  Une  pièce  de  drap  noir  coure  deux 
écus  de  plus  qu'une  pièce  de  drap  blanc  , 
&  une  pièce  de  drap  bleu  coûte  trois  écus 
de  plus  qu'une  noir«  j  on  demande  le  prix 
de  chaque  forte. 

Suppofez  qu'une  pièce  blanche  coûte  x 
écus,  les  deux  de  cette  forte  coûteront  ^Xm 
De  plus  une  pièce  noire  coûtant  at-j-i  ,  les 
trois  pièces  de  cette  couleur  coûteront  3A: 
-^-6.  Enfin  une  pièce  bleue  coûte  x-^^  ; 
donc  les  fept  bleues  coûtent  7-^-f-3  5.  Ainfi 
toutes  les  douze  pièces  reviennent  enfem« 
ble  à  \^x-\-/^\n 

Hh  ij 
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Or  le  prix  réel  &  connu  de  ces  douze 
pièces  eft  140  écus  j  on  a  donc  iix-^j^i 
—  140, 

donc  x:i:^8-: 

4  ' 

ainfi  une  pièce  de  drap  blanc  coûte  8  -  écus. 
drap  noir  10- 

drap  bleu  13- 

600. 

Dlx-feptieme  queßion.  Un  homme  qui 
a  acheté  des  noix  mufcades ,  dit  que  trois 
noix  lui  coûtent  autant  au-delà  d'un  ibu 
que  quatre  kii  coûtent  au  delà  de  dix  liards: 
on  demande  le  prix  de  ces  noix  ? 

.On  nommera  x  l'argent  que  trois  noix 
coûtent  de  plus  qu'un  (ou  ou  quatre  Uards , 
&  on  dira  :  trois  noix  coûtent  x-^j\.  liards , 
&  quatre  coûteront ,  par  la  condition  du 
problême,  a:-|-io  Hards.  Or  le  prix  de 
trois  noix  donne  celui  de  quatre  noix 
encore  d'une  autre  manière ,  favoir  par  la 
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regle  de  trois  5  on  fera  y.x-\-4=4.  Ré- 
ponfe,  '-^^,  Ainfi^-;— =:r4-io,  ou  4-^ 
-|-i6=3;>c-[-30  j 

donc  x-\-i6=^'i,0y 
&        X  ::=  1 4. 

Réponfe,  Trois  noix  coûtent  1 8  liards , 
&  quatre  coûtent  6  fous  -,  donc  chacune 
coûte  6  liards. 

601. 

Dlx-huitieme  queflion.  Quelqu'un  a  deux 
gobelets  d'argent  avec  un  feul  couvercle 
pour  les  deux.  Le  premier  gobelet  pefe 
1 2  onces ,  &  fi  on  y  met  le  couvercle ,  il 
pefe  deux  fois  plus  que  l'autre  gobelet; 
mais  fi  on  couvre  l'autre  gobelet ,  celui-ci 
pefe  trois  fois  plus  que  le  premier  :  il  s'agit 
de  trouver  le  poids  du  fécond  gobelet  & 
celui  du  couvercle. 

Suppofons  le  poids  du  couvercle  =.x 
onces  ;  le  premier  gobelet  étant  couvert 
pefera  at-j-i  2  onces.  Or  ce  poids  étant  le 
double  de  celui  du  fécond  gobelet ,  il  faut 

Hhiij 
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que  ce  gobelet-ci  pefe  ^^-f-^*  Si  on  le 
couvre,  il  perera|jf-|-6,  &  ce  poids  doit 
être  le  triple  de  1 2  ,  ou  du  poids  du  pre- 
mier gobelet.  On  aura  donc  l'équation  -  x 
»-[-*6=36,  ou|;c=:30j,  donc^:t=io& 

Réponfe,  Le  couvercle  pefe  20  onces, 
&  le  fécond  gobelet  pefe  16  onces. 

602. 

Dix- neuvième  queßion.  Un  Banquier  a 
deux  efpeces  de  monnoie  j  il  faut  a  pièces 
de  la  première  pour  faire  un  écu  j  il  faut  b 
pièces  de  la  féconde  pour  faire  la  même 
ibmme.  Quelqu'un  vient  &  demande  c  pie- 
ces  pour  un  écu  j  combien  le  Banquier  lui 
donnera- 1- il  de  pièces  de  chaque  efpece 
pour  le  fatisfaire  ? 

Suppofons  que  le  Banquier  donne  x  pie- 
ces  de  la  première  efpece  ;  il  efl  clair  qu'il 
donnera  c — x  pièces  de  l'autre  efpece.  Or 
les  X  pièces  de  la  première  valent  J  écu 
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par  la  proportion  <2:i=^:^y  &  les  c — x 
pièces  de  la  féconde  efpece  valent  ~  écu, 
parce  qu'on  a  hw=z^c — a:  :^.  II  faut  donc 
que  ^-}-~;=:rr ,  ou-^-|-c — x-^^b  ^oMbx 
>^ac — ax:=^ab ,  OU  bien  bx — ax:=zab — ac  ; 
d'où  l'on  tire  xzz=.±:fî^  ou  xr^lf-'-^.  Par 

b~a   '  b—a 

conféquent  c—x^^-^zzJ^,- 

Réponfe,  Le  Banquier  donnera  ^"^  piè- 
ces de  la  première  efpece ,  &  ^^"^  pièces 
de  la  féconde  efpece. 

Remarque,  Ces  deux  nombres  fe  trouvent 
facilement  par  la  regle  de  trois ,  lorfqu'il 
s'agit  de  faire  une  application  de  nos  ré- 
fultats.  On  dira ,  pour  trouver  le  premier: 
h — a:b — -c=^a\-~ ,  Le  fécond  nombre 

o—a 

fe  détermine  en  faifant:  b — a:c — a-=:.b'!'-^^, 

b-a 

Il  faut  remarquer  aufii  que  a  efl  plus 
petit  que  b ,  &  que  c  eft  pareillement  plus 
petit  que  b^  mais  cependant  plus  grand 
que  a ,  ainfî  que  la  nature  de  la  chofe  le 
demande. 

Hh  iv 


488  E    L    é    M   E    N    s 

603. 

Vingtième  quefiion.  Un  Banquier  a  deux 
fortes  de  monnoie:  dix  pièces  de  l'une  font 
un  écu ,  &  il  faut  20  pièces  de  l'autre  pour 
faire  un  écu.  Or  quelqu'un  demande  à 
changer  un  écu  contre  dix-fept  pièces  de 
monnoie  j.  combien  recevra-t-il  donc  de 
pièces  de  chaque  forte? 

Nous  avons  ici  a=rl  O  ,  Z-rzrlO  ,  &  Cz^rlyj 

ce  qui  fournit  les  règles  de  trois  fuivantes  : 
I.    io:5:=;=io;3  ,   ainfî  3  pièces  de  la  pre- 
mière forte. 
IL  10:7^^=20:14,  &  14  pièces  de  la  fé- 
conde forte. 

604. 
Vingt-unième  queflion.  Un  père  laifTe  à 
fa  mort  quelques  enfans ,  avec  un  bien  qu'ils 
partagent  de  la  manière  fuivante  : 

Le  premier  reçoit  cent  écus  &  la  di- 
xième partie  du  refle. 

Le  fécond  tire  deux  cents  écus  &  la  di- 
xième partie  de  ce  qui  refte. 
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Le  troißeme  prend  trois  cents  écus  &  la 
dixième  partie  de  ce  qui  refte. 

Le  quatrième  prend  quatre  cents  écus  &: 
la  dixième  partie  de  ce  qui  refle  ,  &  ainfi 
de  fuite. 

Et  il  fe  trouve  à  la  fin ,  que  le  bien  a  été 
partagé  également  entre  tous  les  enfans. 
On  demande  maintenant  de  combien  étoit 
l'héritage  ,  combien  il  y  avoit  d'enfans , 
&  combien  chacun  a  reçu  ? 

Cette  queftion  efl  d'une  nature  toute  par- 
ticulière ,  &  mérite  par-là  qu'on  y  faffe  at- 
tention. Pour  la  réfoudre  plus  facilement, 
nous  fuppoferons  l'héritage  total  =^  écusj 
&:  puifque  tous  les  enfans  tirent  une  même 
fomme ,  foit  cette  portion  d'un  chacun  =:=jc, 
moyennant  quoi  le  .nombre  des  enfans  s'ex- 
prime par^.  Cela  pofé ,  voici  comment 
nous  nous  y  prendrons  pour  réfoudre  la 
queftion  propofée. 
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La    MaJJe 
ou  le  bien 
à  partage 


Ordre 
des 

Enfans. 

le  i^ 

le  i\ 

le3^ 

le4^ 

\ef. 

le6^ 
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Portion  de  chacun. 


—To- 


+  7-2* 
I 


^—2*— 300 


^—3*— 400 


;t=400-  ,         10 

l-Ax-<ioo 


— To 


Différences. 


100- 
100- 
100- 

100- 


10 

a;— 100 


10 
*-ioo 


10 

ar-ioo 


•=o 


&ain{i  de  fuite. 


Nous  avons  inféré  dans  la  dernière  co- 
lonne les  différences  qu'on  obtient  en  fouf- 
trayant  chaque  portion  de  la  fuivante.  Or 
toutes  les  portions  étant  égaies  ,  il  faut  que 
chacune  de  ces  différences  foit  =0.  Et 
comme  il  arrive  heureufement  qu'une  mê- 
me expreffion  a  lieu  pour  toutes  ces  dif- 
férences ,  il  fuffira  d'en  égaler  une  feule  à 

zéro,  &  on  aura  donc  1  équation  100 ^ 

r=o.  Multipliant  par  10,  on  a  1000— a: 
—  ioor:^o,  ou  900 — x:=Oj  par  coufé- 
quent  a: =900. 
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Nous  favons  donc  déjà  que  la  part  de 
chaque  enfant  étoit  900  écus  ;  ainfi  en  pre- 
nant à  préfent  à  volonté  une  des  équations 
de  la  troifieme  colonne ,  par  exemple  la 
première,  elle  devient,  en  fubftituant  à  x 
fa  valeur,  90o=i=ioo-|-^ï^°5d'oùrontire 
:^  fur  le  champ  ;  car  on  a  9000^=1 000 -[-{ 
^-100 ,  ou  900o:=:900-[-{  y  donc  {^=8 1 00 j 
&  par  conféquent  ^  =  9. 

Réponfe,  Ainfi  le  nombre  des  enfans  =9  5 
l'héritage  laifle  par  le  père  :=::8ioo  écus  5 
&  la  portion  de  chaque  enfant  ::=:90o  écus. 


CHAPITRE     IV, 

Z)e   la  résolution  de  deux  ou  de  plußeurs 
Equations  du  premier  de^ré. 


I 


605. 


L  arrive  fouvent  qu'on  efl:  obligé  de  faire 
entrer  dans  le  calcul  deux  ou  plufieurs  de 
ces  nombres  inconnus ,  repréfentés  par  les 
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lettres  x ,  y  ^  i,  &c.  &  fî  la  queftîon  eft 
déterminée  ,  on  parvient  dans  ce  cas-là  à 
autant  d'équations ,  defquelles  il  s'agit  en- 
fuite  de  tirer  les  inconnues.  Comme  nous 
ne  confidérons  encore  que  les  équations  qui 
ne  contiennent  pas  des  puifTances  d'une  in- 
connue plus  élevées  que  la  première  ,  ni 
des  produits  de  deux  ou  de  plufieurs  in- 
connues ,  on  voit  que  ces  équations  auront 
toutes  la  forme  a:^-\-hy--\-cx=^ci. 

606. 

Commençant  donc  par  deux  équations, 
nous  chercherons  à  en  tirer  les  valeurs  de 
X  &cj  i  &  pour  traiter  ce  cas  d'une  ma- 
nière générale,  foient  les  deux  équations: 
L  ax-\-l>y=:^c  ,  &  IL  fx-^gy=^k  ,  où  a  , 
b  ^  c  ^  f-,  g-i  h  fignifient  des  nombres  con- 
nus. Il  s'agit  donc  ici  de  tirer  de  ces  deux 
équations,  les  deux  inconnues  x  ^Ly, 

607. 
La  voie  la  plus  naturelle  pour  y  parvenir 
fe  préfente  aifément  à  l'e/prit  ;    c'eft  de 
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déterminer  par  l'une  &  l'autre  équation  la 
valeur  d'une  des  inconnues ,  par  exemple , 
de  ^ ,  &  de  conßderer  enfuite  l'égalité  de 
ces  deux  valeurs  ;  car  on  aura  une  équa- 
tion ,  dans  laquelle  l'inconnuejy^  fe  trouvera 
feule  &  pourra  être  déterminée  par  les 
règles  que  nous  avons  données  plus  haut. 
Connoiflant  donc  alors  y ,  on  n'aura  plus 
qu'à  fubftituer  fa  valeur  dans  une  des  quan- 
tités qui  exprimoient  x, 

608. 

D'après  cette  regle  ,  nous  tirons  de  la 
première  équation:  x-=~'—J-^  &  de  la  fé- 
conde, x:z~^^i  pofant  ces  deux  valeurs 
égales  l'une  à  l'autre  ,  nous  avons  cette 
nouvelle  équation  : 

-—  — -^, 
multipliant  par  a,  le  produit  eft  c — by 

multipliant  par  /,  le  produit  eft  fc  — fby 

z=zah  —  agyi 
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ajoutant  agy  ,  on  a  fc — fby-^agy:=iak  ; 
fouilrayant/c ,  il  refte  — fly-'r^gy—'^h.—fcf 

ou  bien  {ag — bf)y^=^ah — fc; 
divifant  enfin  par  ag —  bf^  nous  avons  y 

,ah-fc 

Pour  fubftituer  donc  à  préfent  cette  va- 
leur de  j^  dans  une  des  deux  valeurs  que 
nous  avons  trouvées  pour  x ,  comme  dans 
la  première  Arr^*-^,  nous  aurons  d'abord 
^by=—''-^Çi  de-là  c— 4vz=c— "'-^ 

OU  c---bY='-^^-^^^^4P^^''-^h  &  di- 

</  ag-hf  ag-bf 

vifant  par  a,  x z:^'-^^  =z'j~^ . 

609. 

Première  queßion.  Pour  éclaircir  cette 
méthode  par  des  exemples,  foit  propofé 
de  trouver  deux  nombres  ,  dont  l3  fomme 
foit  =15 ,  &  la  différence  =7. 

Nommons  x  le  nombre  qui  eft  le  plus 
grand ,  &j/  le  plus  petit.  Nous  aurons 
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La  première  équation  donne  x=:i  5 — y^ 
&  la  féconde  donne  x=.j'\-y  ;  de-là  ré- 
fulte  la  nouvelle  équation  1 5 — y^^rj-^-y, 
Ainfi  1 5=7-|-2y  ,•  iy=^^  y  &  JK^=4  >  ^" 
moyen  de  quoi  on  trouve  x^=^\\, 

Réponfe,  Le  plus  petit  nombre  efl:  4 ,  & 
le  plus  grand  eft  1 1 . 

610. 

Seconde  queßion.  On  peut  auffi  généra- 
lifer  la  queftion  précédente ,  en  cherchant 
deux  nombres,  dont  la  fomme  foit  ^=za^ 
&  la  différence  z=zh. 

Soit  le  plus  grand  des  deux  =:«■,&  le 
plus  petit  =^j^. 

On  aura  \,)x-^yz=ia^  &  \\.)x — y=h  ; 
la  piemiere  équation  donne       x^=:za — y  ^ 
la  féconde    —  —  —  —  —  x:=h-\~y. 
Donc  a — yz:^b~^yi  a^^ù-^iy;  iyz=za — b^ 
enfin  y=:^^^  ^  d>c  par  conféquent  xz=:a—y 


a+h  a+b 

%  2 


Réponfe.  Le  plus  grand  nombre ,  où  x 
cft  =:^  j  &  le  plus  petit,  où  j  efl  r=f^^ 
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OU,  cequirevientaumême,  x=:=^fl-j-^^, 
^yz=.\a—\bi  &  de-là  réfulte  le  théo- 
rème fuivant:  Quand  la  femme  de  deux 
nombres  quelconques  efl:  <2  ,  &  que  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  eil  ^ ,  le  plus 
grand  des  deux  nombres  eft  égal  à  la  moitié 
de  la  fomme  plus  la  moitié  de  la  diffé- 
rence ;  &  le  plus  petit  des  deux  nombres 
efl:  égal  à  la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence. 

6ii. 

On  peut  außi  réfoudre  la  même  quef- 
tion  de  la  manière  qui  fuit: 

Puifque  les  deux  équations  font,  x-\-y 
z=.  a  y  Se  X  — y  =^  b. 

Si  on  les  ajoute  Tune  avec  l'autre ,  on 
a  2;c=a-j-^, 

Donc  x^''-^. 

2, 

Enfuite  ,  fouff rayant  les  mêmes  équations 
l'une  de  Tautre,  on  a  2y=Ä — b  i  donc 

a-b 

612. 
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6l2. 

Troißeme  queflion.  Un  mulet  &  un  âne 
portent  des  charges  de  quelques  quintaux« 
L'âne  fe  plaint  de  la  fienne  &  dit  au  mulet: 
il  ne  me  manque  que  de  porter  encore  un 
quintal  de  ta  charge  ,  pour  être  plus  chargé 
que  toi  du  double.  Le  mulet  répond:  oui, 
mais  fi  tu  me  donnois  un  quintal  de  la  tienne, 
je  ferois  trois  fois  plus  chargé  que  toi.  On 
demande  combien  de  quintaux  ils  portoient 
chacun  ? 

Suppofons  la  charge  du  mulet  de  x  quin-- 
taux ,  &  celle  de  l'âne  de  y  quintaux.  Si 
le  mulet  donne  à  l'âne  un  quintal ,  celui-ci 
aura  v-|-i  ,  &  il  reftera  à  l'autre  x — i  ; 
&  puifque  dans  ce.  cas  l'âne  ell  deux  fois 
plus  chargé  que  le  mulet ,  on  a.j-\-i=zix 

Mais  fi  l'âne  donne  un  quintal  au  mulet , 
celui-ci  a  x-\-i ,  &  Tâne  garde  y — ■!  ;  &c 
la  charge  du  premier  étant  maintenant  triple 
de  celle  du  fécond,  ona^r-J-i^r^y — 3, 
Tomis  L  \\ 
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Nos  deux  équations  feront  par  confé- 
quent 
\.)y-\'i:=ix — 2,  II.)jf-f-i=3j — 3* 
La  première  donne  x:=:z.^— ^  &  la  fé- 
conde donne  ^=3J^ — 4  ;  delà  réfulte  la 
nouvelle  équation ^:=:r:3jy — 4,  qui  donne 

y^^Y")  ^  ^^  moyen  de  quoi  on  détermine 
aufîi  la  valeur  de  x ,  qui  devient  :=  2  - . 

Réponfe.  Le  mulet  portoit  2  -  quintaux  , 
&:  l'âne  portoit  2  -  quintaux. 

613. 

Lorfqu'on  a  trois  nombres  inconnus ,  & 
autant  d'équations,  comme,  par  exemple, 

^:[ — xz^io,  on  commencera  j  comme 
auparavant  par  tirer  de  chacune  la  valeur 
de  ;\: ,  &  on  aura  par  la  P.)^r=8-|-:^ — y  ; 
par  la  W.)x=z^-\-y — ;j',  &  par  la  1IP.)jc: 

=:k+i— 10. 

Comparant  maintenant  la  première  de 
ces  valeurs  avec  la  féconde,  &  après  cela 
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guflî  avec  la  troiiîeme ,  on  aura  les  équa- 
tions fuivanres: 

^')^+l-'y^9+y—l^  II.)8  +  ^— yz=y 

4-^—10. 

Or  la  première  donne  2 {—2^=1 ,  & 

la  féconde  donne  lyz^zi^  ^  ou  jk=9  ;  ß 

donc  on  fubilitue  cette  valeur  de  y  dans 

2{ ly^i^l  ,  on  a  l.r l8=::rl  y  &  Z^=:^i^^ 

ainfi  ;^=:c)^;  il  ne  refte  donc  que  x  à  dé- 
terminer ,  &  on  le  trouve  facilement  =8  j. 
Il  ell  arrivé  ici  par  hafard  que  la  lettre 
:[  s'eft  éliminée  dans  la  dernière  équation  , 
&  qu'on  a  trouvé  la  valeur  de  y  immédia- 
tement. Si  ce  cas  n'avoit  pas  eu  lieu ,  on 
auroit  eu  deux  équarions  entre  {  &JK  ?  ^^'^^ 
auroit  fallu  réfoudre  par  la  regle  précé- 
dente. 

614. 

Qu'on  ait  trouvé  les  trois  équations  fui- 
vantes  : 

.     nL)3J+){— ^=<^^- 

li  ij 
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Si  on  tire  de  chacune  la  valeur  de  x  ^ 
on  a 

III.)x  =  3y+5^— 62. 

Comparant  à  préfenr  ces  trois  valeurs 
entr'elîes ,  &  d'abord  la  troifîeme  avec  la 
première,  on  a  3jx-|~5{  —  61=^^^-^—^'^ 
multipliant  par  3,  9^~j~MT — i86:=25 
"— 5J+4{v  ainfi  9j^+i5^=2ii  — 5j-h4^, 
&  i4jy-]-i  i;[=2i  I  par  la  première  &  la 
troiiieme.  Comparant  aufîi  la  troiiieme  avec 
la  féconde  ,  ona3jx-|~5T — 62—'*^'^''^"^^^ 
ou  4<^  +  2j  — 3^zi:=i5jK+25{— 310,  ce 
qui  fe  réduit  à  3  ^6=1  3j^-|-2b;[. 

On  tirera  maintenant  de  ces  deux  nou- 
velles équations  la  valeur  de  y  : 
I.)2l  iz=z.i^y-\-i  \^i  donc  i^y=^il  i — 1 1:^ 

II.)3  56=i3j+28{y  donc  13^^=356— 28^, 

Ces  deux  valeurs  forment  la  nouvelle 
équation  i^^^=l^^,  laquelle  fechange 
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en  celle-ci,  2743— 143.;=4984— 392^  , 
qui  fe  réduit  à  249^=2241  ,  6l  d'où  l'on 
tire  {=9. 

Cette  valeur  étant  fubflituée  dans  une 
des  deux  équations  de  jy'  &  ;[ ,  on  trouve 
y  =  S ,  ^  enfin  une  fubllitution  femblable 
dans  une  des  trois  valeurs  de  a:  ,  donnera 
^=7. 

61  5. 

Si  on  avoit  plus  de  trois  inconnues  à  dé- 
terminer, &  autant  d'équations  à  réfoudre, 
on  pourroit  s'y  prendre  de  la  même  ma- 
nière j  mais  on  fe  trouveroit  engagé  le  plus 
fouvent  dans  des  calculs  fort  prolixes. 

Il  eil:  donc  à  propos  de  remarquer  que 
dans  chaque  cas  particulier  on  ne  manque 
guère  de  rencontrer  des  moyens  qui  en  fa- 
cilitent beaucoup  la  réfolution.  Ces  moyens 
font  d'introduire  dans  le  calcul ,  à  côté  des 
inconnues  principales ,  une  nouvelle  incon- 
nue arbitraire ,  telle  qu'efl ,  par  ex.  la  fomme 
de  toutes  les  autres  j  &  quand  on  eu  un 

li  iij 
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peu  verfé  dans  ces  fortes  de  calculs,  on 
juge  affez  facilement  ce  qu'il  efî:  le  plus 
convenable  de  faire  (*).  Nous  allons  rap- 
porter quelques  exemples  qui  peuvent  gui- 
der dans  l'application  de  cette  méthode. 

6x6. 

Qiiatnerm  queßion.  Trois  perfonnes 
jouent  enfemble  ;  dans  la  première  partie 
le  premier  Joueur  perd  avec  chacun  des 
deux  autres  autant  que  chacun  d'eux  avoit 
d'argent  fur  lui.  Dans  la  féconde  partie, 
c'eit  au  fécond  Joueur  que  les  deux  autres 
gagnent  autant  chacun  qu'ils  ont  déjà  d'ar- 
gent. Dans  la  troifieme  partie  enfin ,  le  pre- 
mier &  le  fécond  Joueur  gagnent  au  troi- 
fîeme  autant  d'argent  chacun  ,  qu'ils  en 
avoient.  Ils  ceÇieni  alors  de  jouer ,  &  il  fe 

(*)  M.  Crâner  a  donné  à  la  fin  de  fon  IntroduElion  à 
Vanalyfc  des  ligrxs  courbes  ,  une  très-belle  regle  pour  dé- 
terminer immédiatement,  &  fans  pafTer  par  les  opérations 
ordinaires ,  la  valeur  des  inconnues  de  ces  fortes  d'équa- 
^ons  j  en  quelque  nombre  que  foient  ces  ioccynnues. 
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trouve  qu'ils  ont  tous  une  fomme  égale , 
favoir  vingt-quatre  louis  chacun.  On  de- 
mande avec  combien  d'argent  chacun  s'ell 
mis  au  jeu  ? 

Suppofons  que  l'enjeu  du  premier  Joueur 
ait  été  de  x  louis  ,  celui  du  fécond ,  y  ,  & 
celui  du  troi(ieme  ,  {.  Et  faifons  outre  cela 
lafomm^e  de  tous  les  enjeux  ,  ou  x-A-y-^j^^ 
=^f.  Or  le  premier  Joueur  perdant  dans 
la  première  partie  autant  d'argent  qu'en 
ont  les  deux  autres,  il  perd/ — x  ;  (car 
lui-même  ayant  eu  x,  les  deux  autres  au- 
ront eu  / — x^  i  donc  il  lui  refiera  ix — fy 
le  fécond  aura  2j/,  &  le  troiiieme  aura  2,j. 

Voici  donc  ce  que  chacun  aura  après 
la  première  partie  :  le  l,)ix — -/,  le  ll,)iy  ^ 

le  m.) 2^. 

Dans  la  féconde  partie ,  le  fécond  Joueur 
qui  a  maintenant  ly  ,  perd  autant  d'argent 
qu'en  ont  les  deux  autres  ,  c'ell-à-d.y^— ly  y 
il  lui  refte  par  conféquent  4^ — •/  Quant 
aux  autres ,  ils  auront  le  double  chacun  de 
ce  qu'ils  avoient,  ainfî  après  la  féconde 

li  iv 
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partie  les  trois  Joueurs  ont  le  I.)  ^x—if^ 

ie  IL)4y— /,  le  III.)4{. 

Dans  la  troifleme  partie ,  c'efl:  le  troi- 
{ieme  Joueur  ;,  lequel  a  aftuellement  4:^, 
qui  eft  le  perdant  ^  il  perd  avec  le  premier 
4^:— 2/,  &  avec  le  fécond  4-y — fi  par 
conféquent  après  cette  partie  nos  trois 
Joueurs  auront: 
le  I.)8.r— 4/,  le  lîOSj— 2/,  le  III.)8^— /: 

Or  chacun  ayant  maintenant  24  louis ^ 
nous  avons  trois  équations ,  telles  que  la 
première  donne  fur  le  champ  x  ,  la  féconde 
y ,  &  la  troifieme  ^  y  de  plus  /  eft  connu 
&  ^:=.ji^  puifque  les  trois  Joueurs  enfemble 
ont  72  louis  à  la  fm  de  la  dernière  partie  j 
mais  c'efl  à  quoi  il  n'eft  pas  même  néceA 
faire  de  faire  attention  d'abord ,  comme 
on  va  le  voir.  Nous  avons 
I.)8a: — 4/==:  24,  ou  8.v  =  24-[-4/,  ou  x 

Iï.)8y— 2/-^;^4,  ou  8jv'r-24-f-2/,  ou 7=3 
-Ulf- 

îïî..)8{-y=2  4;>  ÖW  81=^24+/?  ou  {=3+^/ 
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Ajoutant  ces  trois  valeurs ,  on  a 

Ainfi  ,  puifque  x-\-y^-;^=^j' ,  on  a  7^9 

Si  on  fublîitue  à  préfent  cette  valeur  de 
y  dans  les  expreffions  trouvées  pour  x  ^y 
Ôc  { ,  on  trouvera  qu'avant  que  de  fe  mettre 
au  jeu,  le  premier  Joueur  avoir  39  louis; 
le  fécond ,  2 1  louis  ;  &  le  troifieme ,  1 2 
louis. 

On  voit  par  cette  folution  comment, 
par  le  fecours  de  la  fomme  des  trois  in- 
connues ,  on  furmonte  heureufement  les 
obrtacles  qui  fe  préfentent  dans  la  voie  or- 
dinaire. 

617. 

Quoique  la  queilion  précédente  paroifTe 
d'abord  afîez  difficile  ,  nous  remarquerons 
cependant  qu'on  peut  la  réfoudre ,  même 
fans  algèbre.  On  n'a  qu'à  chercher  à  le 
faire  en  rétrogradant.  On  confidérera  que 
puifque  les  Joueurs  ,  eu  quittant  le  jeu , 
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avoient  chacun  24  louis ,  &  que  dans  la 
troifîeme  partie ,  le  premier  &  le  fécond 
ont  doublé  leur  argent ,  ils  doivent  avoir 
eu  avant  cette  dernière  partie  : 

le  I.)i2,  le  IL)  12,  &  le  III.)48. 

Dans  la  féconde  partie  ce  font  le  pre- 
mier &  le  troifieme  qui  ont  doublé  leur 
argent  ;  donc  avant  cette  partie  ils  avoient: 
le  I.)6,  le  II.)42,  le  III.)24. 

Enfin,  dans  la  première  partie,  le  fé- 
cond &  le  troifieme  Joueur  ont  gagné  cha- 
cun autant  d'argent  qu'il  en  avoit  forti  5 
donc  en  commençant  les  trois  Joueurs 
avoient  devant  eux  : 

ï.)39,  II.)ii  ,  in.)i2. 
Ce  que  nous  avons  auili  trouvé  par  la  fo- 
lution  précédente. 

618. 

Cinquième  queflion.  Deux  perfonnes  doi- 
vent 29  pifloles  ;  elles  ont  de  l'argent  toutes 
les  deux ,  mais  pas  autant  chacune  pour 
pouvoir  acquitter  feule  cette  dette  com- 
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mune  ;  le  premier  Débiteur  dit  donc  au 
fécond  ,  fî  vous  me  donnez  les  ^  de  votre 
argent  ,  je  payerai  feul  la  dette  fur  le 
champ.  Le  fécond  lui  réplique  qu'il  pourroit 
aufli  acquitter  feul  la  dette ,  {i  l'autre  lui 
donnoit  les  |  de  fon  argent.  On  demande 
combien  ils  ont  l'un  &  l'autre  ? 

Suppofons  que  le  premier  ait  x  piftoles , 
&  que  le  fécond  aitj)^  piftoles. 

Nous  aurons  d'abord  x -^-^y^i^ -^ 

enfuite  auiû ,  j-^-^x^i^. 

La   première   équation    donne  x=i^ 

. —  ^y,  &  la  féconde  donne  x  r="  ""^^^ 

ainfl  29  —  jy=z^^-^-~^.   On  tire  de  cette 

équation  j'z=i4^ 5  donc  x=^i^j. 

Réponfe.    Le  premier  Débiteur  a  19' 

pifloles,  &  le  fécond  a  i4^pifloles. 

619. 

Sixième  queflion.  Trois  frères  ont  acheté 
une  vigne  pour  cent  louis.    Le  cadet  dit 
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qu'il  pourroit  la  payer  leul ,  Ci  le  fécond 
Jui  doiinoic  la  moitié  de  l'argent  qu'il  a  ; 
le  fécond  dit  que  fi  l'aîné  lui  donnoit  le 
tiers  feulement  de  fon  argent,  il  payeroit 
la  vigne  feul  ;  enfin  l'ainé  ne  demande  que 
le  quart  de  l'argent  du  cadet ,  pour  payer 
feul  la  vigne.  Combien  chacun  avoit-il 
d'argent?  Que  le  premier  ait  eu  x  louis 5 
le  fécond  ,  y  louis  ;  le  troifîeme  ,  ^  louis  j 
on  aura  les  trois  équations  fuivantes  : 

l')x-\'\y=^ioo.  II.)j+^{=ioo.  IÎI.){ 
^^-x:z^{00';  deux  defquelles  feulement 
donnent  la  valeur  de  x,  fa  voir  I.)a:^:=i  00 
—  \y ,  IIÎ.).r  1=400 — 47.  Ainfi  on  a  Té- 
quation: 

100  — ^y=:400— 4{,  ou  41 — ^yz=3oo, 
qu'il  faudra  combiner  avec  la  féconde  , 
afin  de  déterminer  y  6c  ^.  Or  la  féconde 
équation  étoit  j/-j--{  =  ioo  ;  on  en  tire 
donc  j^=:;ico — -{  ;  &  l'équation  trouvée 
en  dernier  lieu  étant  4j  —  ij/  =  30o,  on 
ajK^==8{ — 600.  Par  conféquent  la  dernière 
équation  eil: 
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100  —  î.;[=8{  —  600;  ainii  8-^=700, 


ou 


3    l  C  '  3 

T 


^  =  700,  &  :^  =  84.  Donc  jr^lOO 

—  28^=72,  &  x=6^, 

Réponje,  Le  cadet  avoir  64  louis ,  le 
puîné  avûit  72  iouis,  &  l'ainé  avoir  84 
iouis. 

620. 

Comme  dans  cet  exemple  chaque  équa- 
tion ne  renferme  que  deux  inconnues ,  on 
peur  parvenir  d'une  façon  plus  commode 
à  la  folution  cherchée. 

La  première  équation  donne  jr==  200 
— IX  ;  ainfi  y  efl:  déterminé  en  a:  ;  &  fî 
on  fubftitue  cette  valeur  dans  la  féconde 
équation,  on  a  200  —  2;c-[-^;[  =  ioo; 
doncj{3=:2x — 100,  &  ^■=z6x — 300. 

Ainfi  7^  efl:  aufîi  déterminé  en  x -,  &ß 
on  introduit  cette  valeur  dans  la  troiiieme 
équation,  on  obtient  6x — 300H--^=ioo, 
où  X  fe  trouve  feul  &  qu'on  réduit  k  i^x 
— 1600=0,  d'où  l'on  tire  x=z64.  Par 
conféquentjy:=:2CO — i  28^=72 ,  &  ^zz^-^^^ 

— 300=:84. 
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6ii. 

On  peut  fuivre  le  même  procédé ,  lorf^ 
qu'on  a  un  plus  grand  nombre  d'équations. 
Suppofons ,  par  exemple  ,  qu'on  ait  d'une 
manière  générale  :  I.)w-j-^=:/z,  II.)x-[-|- 
=  n,  lll)y+\=n,  ivô^+î^«;  ou, 
en  chafTant  les  fractions:  l.)au-\-x=:zan , 
ll)hx--{-y=zl^n,  llL)cy-]-i=^cn,iy.)c{i 

Ici  la  première  équation  donne  d'abord 
x=:zan  —  au  ^  ßc  cette  valeur  étant  fubfti- 
tuée  dans  la  féconde ,  on  a  abn — aI)u-\-y 
•=bn-,  mnCiy=z:bn — abn-^-abw^  la  fubfti- 
tution  de  cette  valeur  dans  la  troiheme 
équation  donne  bcn — abcn-\-abcu-^^=^cn -^ 
donc  :^nzc/2 — bcn-j-abcn — abcu  ;  fubilituant 
enfin  ceci  dans  la  quatrième  équation,  on  a 
cdn — bcdn-^abcdn — abcdu-^u:=:=.dn,  Ainfî 
dn  —  cdn  -[-  bcdn — abcdn  =  —  abcdu  -]-  u  , 
ou  bien  {abcd — i')u:=:=.abcdn — hcdn-^cdn 
— an  ;  d  ou  l  on  tire  «= j—, =/r 

{ahcd-bcd+cd-d) 
'ibcd^  ' 


I 


D*  A    L    G    E   B    R    E,  JII 

Par  conféquent  on  aura 

abcjn—acdn~hadn—an   (^nbcd—acd+ad—a) 

^  ^^^  ahcd-i  ^  •  "^bcd^i  • 

abcdn—abdn+ahn—hn (^abcd-abd+ab—b) 

y 'IhO^i  ^  '  abcd-i  " 

abcdn—abcn+bcn—cn    ____^  (jihcd—ahcvbc-c) 

ï Jb^d^l  ^'  abcd-i  • 

abcdn—bcdn+cdn—dn   {abcd—bcd+cd—d) 

U  ■  j — 3 — —  "  •  i-~7 • 

abcd—i.  abcd—i 

622. 

Septième  queflion.  Un  Capitaine  a  trois 
compagnies  :  l'une  eil  de  SuifTes ,  l'autre 
efl:  de  Suabes ,  la  troifîeme  ell  de  Saxons. 
Il  veut  donner  un  afTaut  avec  une  panie 
de  ces  troupes ,  &:  il  promet  une  récora- 
penfe  de  901  écus  fur  le  pied  fuivant: 

Que  chaque  Soldat  de  la  compagnie 
qui  montera  à  l'aiTaut ,  recevra  i  écu ,  & 
que  le  rede  de  l'argent  fera  diflribué  éga- 
lement aux  deux  autres  compagnies. 

Or  il  fe  trouve  que  fî  les  SuifTes  donnent 
Taflaut ,  chaque  Soldat  des  autres  com- 
pagnies reçoit  un  demi- écu  ;  que  fi  les  Sua- 
bes vont  à  l'aiTaut ,  chacun  des  autres  reççit 
|-écuj  enfin,  que  ii  les  Saxons  donnent 
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i'aflaut,  chacun  des  autres  reçoit  -  écu.  On 
demande  de  combien  d'hommes  étoit  cha- 
oue  compagnie  ? 

Suppofons  le  nombre  des  Suifîes  =Ar, 
celui  des  Suabes  =^y ,  &  celui  des  Saxons 
zzz  :^.  Et  faifons  de  plus  x-\-y-\-:i^:=f,  parce 
qu'il  eft  facile  de  voir  que  c'eft  le  moyen 
d'abréger  confidérablement  le  calcul.  Si 
donc  les  Suifîes  donnent  l'afTaut ,  leur  nom- 
bre étant  =a:  ,  celui  des  autres  fera/ — x  ; 
or  ceux-là  reçoivent  i  écu ,  &  ceux-ci  un 
demi-écu  ;  ainfi  on  aura 

On  trouvera  de  la  même  manière  que 
(î  les  Suabes  donnent  I'aflaut ,  on  a 

Et  enfin  que ,  fi  ce  font  les  Saxons  qui 
montent  à  I'aflaut,  on  aura 

Chacune  de  ces  trois  équations  fuffira 
pour  déterminer   une  des  inconnues  x^ 

car 
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car  la  première  donne     x=i8o2— /, 
la  féconde  donne     iy=iijO'^ — f^ 
la  troifieme  donne  3:^=3604 — ß- 
Or  {î  l'on  prend  maintenant  les  valeurs 
de  (5x  ,  6y  &  6{  ,  &  qu'on  écrive  ces  va« 
leurs  l'une  fous  l'autre ,  on  aura 
6x=^io%ii —  6f, 
6y=  8109—  3/, 
6^=^  7208 —  2/, 

&  ajoutant:  6f=ii6ii() — 11/,   ou   17/ 
:=26i29  ;  dimÇif=zi  53TJ  c'eft  le  nombre 
total  des  Soldats ,  au  moyen  duquel  on 
trouve 

;)C:=:I  802— 1537=    iÖ5  ; 

27—2703—1537=1166,  ouj=583  j 
3a::=36o4 — 1537=2067,  ou  ;^=689. 

Réponfe,  La  compagnie  des  Suiffes  efl 
de  265  iiommes  j  celle  des  Suabes,  de  583 
hommes  j  5c  celle  des  Saxons ,  de  689 
hommes. 


Tome  L  Kk 
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CHAPITRE    V. 

De  la  réfolution   des  Equations  pures  du 
fécond  degré. 


o 


623. 


N  dit  qu'une  équation  efl  du  fécond 
degré,  quand  elle  renferme  le  quarre  ou 
la  feconde  puifTance  de  l'inconnue,  fans 
qu'on  y  trouve  des  puifTances  plus  élevées 
de  cette  inconnue.  Une  équation  qui  ren- 
fermeroit  auÏÏi  la  troifieme  puifîance  de 
l'inconnue ,  appartiendroit  déjà  aux  équa- 
tions cubiques ,  &  fa  réfolution  demande- 
roit  des  règles  particulières. 

624. 

Il  n'y  a  donc  que  trois  efpeces  de  termes 
dans  une  équation  du  fécond  degré.  En 
premier  lieu  les  termes  où  l'inconnue  ne 
fe  trouve  pas  du  tout ,  ou  qui  ne  font  com- 
pofés  que  de  nombres  connus. 
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En  fécond  lieu  ,  les  termes  dans  lefquels 
on  rencontre  feulement  la  première  puif- 
fance  de  la  quantité  inconnue. 

En  troilieme  lieu ,  les  termes  qui  con-* 
tiennent  le  quarre  de  la  quantité  inconnue. 

Ainfi  X  iïgnifiant  une  quantité  inconnue, 
&  les  lettres  a ,  b  ^  c  ,  d ,  &c.  repréfentanc 
des  nombres  connus  ,  les  termes  de  la  pre- 
mière efpece  feront  de  la  forme  a ,  les  ter- 
mes de  la  féconde  efpece  auront  la  forme 
bx ^  &  les  termes  de  la  troifieme  efpece 
auront  la  forme  cxx^ 

625. 

On  a  déjà  vu  fuffifamment  que  deux  oU 
pluiîeurs  termes  d'une  même  efpece  peu- 
vent fe  réunir  enfemble  ,  &  être  confî- 
dérés  comme  un  feul  terme. 

Par  exemple ,  on  peut  conßderer  comme 
un  feul  terme  la  formule  axx — -bxx-^cxx ^ 
en  la  repréfentant  par  (a — b-^c)xx ;  puiC* 
qu'en  effet  a — b-^-c  eft  une  quantité  con* 
nue. 

Kk  ij 
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Et  quand  même  de  tels  termes  fe  trou- 
veroient  des  deux  côtés  du  fîgne  =z  ,  on 
a  vu  comment  on  doit  les  porter  d'un  même 
côté ,  &  les  réduire  enfuite  à  un  feul  terme. 
Soit ,  par  exemple  ,  l'équation 

ixx — 3;c-|-4.=  5a:a: — Sx-pil  ; 
on  foudrait  d'abord  ixx ,  &  il  vient 

— yx-^4=z'^xx — 8a:-|-ii  ;  , 
ajoutant  enfuite  Sx ,  on  obtient 

5;c-|-4c=3xa:-J-i  i  ; 
fouûrayant  enfin  1 1  ,  il  refte  -^xxz^^x — 7. 

626. 

On  peut  aufîî  tranfporter  tous  les  termes 
d'un  même  côté  du  figne  =^,  de  façon  qu'il 
ne  refte  que  o  dans  l'autre  membre  j  le 
principal  efl:  de  faire  attention  que  quand 
on  tranfporte  des  termes  d'un  côté  à  l'autre, 
il  faut  en  changer  les  fignes. 

Cell  ainfi  que  l'équation  ci-defîus  pren- 
dra cette  forme,  "^xx — ^x^y=:o  ,  ÔC 
c'eft  aufîi  pourquoi  on  peut  repréfenter 
toute  équation  du  fécond  degré  générale- 
ment par  cette  formule, 
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axx-¥hx+_e'=:zo  ^ 
^ans  laquelle  le  figne  +  fe  prononce  plus 
ou  moins ,   &  indique  que  de  tels  termes 
peuvent  être  tantôt  pofitifs  &  tantôt  né- 
gatifs. 

627. 

Quelle  forme  qu'ait  primitivement  une 
équation  du  fécond  degré ,  on  peut  toujours 
la  réduire  à  cette  formule  de  trois  termes: 
qu'on  foit  parvenu ,  par  exemple  ,  à  l'équa- 
tion 

ax  +  B ex+f 

cx-h  d         gx-h  h  ^ 

il  faudra  ,  avant  toute  chofe ,  chalTer  les 
fraftions  :  multipliant  pour  cet  effet  d'abord 
par  cx-^d,  on  a  ax-]-6=  ^:^^^^±±  ^ 
enfuite  p^r  gX'\-/i,  on  a 
agxx-\-bgx-\-ahx->rbh:=zcexx-\-cfx-\-edx-\-fd^ 
ce  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré  , 
&  qu'on  réduit  aux  trois  termes  fuivans, 
que  nous  tranfpoferons  en  les  rangeant  de 
la  manière  qui  eft  le  plus  en  ufage  : 

Kk  iij 
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' —  cexx-^a  h  x — fd , 
—  cfx, 
— edx. 
On  peut  repréfenter  auffi  cette  équation 
de  la  manière  fuivante  ,  qui  eft  même  plus 
claire  : 
0=(ag—ce)xx-^(hg-\-ah—cf—ed)x+b/i^fcl, 

628. 

Ces  équations  du  fécond  degré ,  ou  toutes 
les  trois  efpeces  de  termes  fe  trouvent ,  fe 
nomment  compktes ,  8<:  leur  réfolution  efl: 
auffi  fujette  à  plus  de  difficultés  5  c'efl:  pour- 
quoi nous  comm.encerons  par  confidérer 
celles  où  un  de  ces  termes  manque. 

Or  (i  c'étoitle  terme  xx  qui  ne  fe  trou- 
vât pas  dans  l'équation  ,  elle  ne  feroit  pas 
du  fécond  degré  ,  mais  elle  appartien- 
droit  à  celles  dont  nous  avons  traité  ;  que 
{1  c'étoit  le  terme  qui  ne  contient  que  des 
nombres  connus ,  qui  manquât ,  l'équation 
auroit  cette  forme ,  axx-\^bxz=zo^  laquelle 
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étant  divifible  par  j^,  fe  réduit  à  ax  +^=:o  , 
qui  efl:  pareillement  une  équation  du  pre- 
mier degré ,  &  n'appartient  pas  ici. 

629. 

Mais  lorfque  c'efl  le  terme  moyen ,  le- 
quel contient  la  première  puiflance  de  at, 
qui  manque,  l'équation  revêt  cette  forme, 
axx-^czz::=:o ,  OU  axx=.'^c ;  le  fignc  de  c 
pouvant  être  foit  pofitif ,  foit  négatif. 

Nous  appellerons  une  telle  équation ,  une 
équation  du  fécond  degré  pure  ,  par  la  rai- 
fon  que  fa  réfolution  ne  fouffre  aucune  dif- 
ficulté. En  effet ,  on  n'a  qu'à  divifer  par  a^ 
on  obtient  xx^=z.'-  ;  Se  prenant  de  part  8c 
d'autre  la  racine  quarrée  ,  on  trouve  x 
;=v/jy  au  moyen  de  quoi  l'équation  eft 
réfolue. 

630. 

Mais  nous  avons  à  préfent  trois  cas  à 
confidérer  ici.  Le  premier ,  quand  '-  eu  un 

nombre  quarre ,  dont  on  puiffe  par  confé- 
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quent  aiîîgner  réellement  la  racine  ,  on 
obtient  dans  ce  cas  pour  la  valeur  de  x 
un  nombre  rationnel ,  lequel  peut  être  ou 
entier  ou  rompu.  Par  exemple  ,  l'équation 
:v;crr=i44 ,  donne  xi==i  2  j  &:  celle-ci ,  xx 
^=^7r  n  donne  xz—^. 

Le  fécond  cas  a  lieu ,  quand  j  n'eft  pas 
un  quarre  ,  dans  lequel  cas  par  conféquent 
il  faut  fe  contenter  du  (igné  y  .  Si,  par 
exemple ^  xxz=ii ,  on  a  x^zzzy  11 ,  dont 
la  valeur  peut  fe  déterminer  par  approxi- 
mation ,  comme  nous  l'avons  fait  voir  plus 
haut. 

Le  troifieme  cas  enfin  eft  celui  où  ^  de- 
vient un  nombre  négatif;  alors  la  valeur 
de  X  eft  tout-à-fait  impoflible  &  imaginaire , 
&  ce  réfultat  prouve  que  la  queftion  qui 
a  conduit  à  une  telle  équation  ,  eft  impof- 
iîble  d'elle-même. 

63 1. 

Nous  obferverons  encore ,  avant  quç 
d'aller  plus  loin ,  que  toutes  les  fois  qu'il 
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eft  queftion  d'extraire  la  racine  quarrée 
d'un  nombre ,  cette  racine  a  toujours  deux 
valeurs  ,  dont  l'une  efl:  pofitive  &  l'autre 
négative.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer 
cela  plus  haut.  Qu'on  ait  l'équation  xx—^f^^ 
la  valeur  de  x  ne  fera  pas  feulement  -|-  7 , 
mais  aufli  —7  ,  ce  qu'on  indique  par  .^=+7. 
Ainli  toutes  ces  queflions  admettent  une 
folution  double  ;  mais  on  remarquera  ce- 
pendant que  dans  pluiieurs  cas^,  dans  ceux, 
par  exemple  ,  où  il  s'agit  d'un  certain  nom- 
bre d'hommes ,  l'on  comprend  bien  que  la 
valeur  négative  ne  fauroit  avoir  lieu. 

632. 

Dans  le  cas  précédent  même ,  où  c'eil: 
la  quantité  connue  qui  manque  ,  les  équa- 
tions ,  axxz=:hx ^  ne  laifiént  pas  d'adm.ettre 
deux  valeurs  de  x ,  quoiqu'on  n'en  trouve 
qu'une  feule ,  fi  l'on  divife  par  .r.  Car  fi  l'on 
a,  par  exemple  ,  l'équation  xx:=z^x,  où 
il  s'agît  d'afligner  pour  x  une  valeur  telle, 
que  XX  devienne  égal  à  3:^ ,  cela  fe  fait 
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en  fuppofant  jc  :=  3  ,  valeur  qu'on  trouve 
en  divifant  l'équation  par  x  ;  mais  outre 
cette  valeur  il  en  eft  encore  une  autre  qui 
fatisfait  également,  c'eftA:=Oj  car  alors 
ATAT^o,  &  -^x^i^o.  Toutes  les  équations 
du  fécond  degré  en  général  admettent  deux 
réfolutions ,  tandis  qu'une  feule  folution 
peut  avoir  lieu  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré. 

Nous  allons  maintenant  éclaircir  par 
quelques  exemples  ce  que  nous  avons  dit 
fur  les  équations  du  fécond  degré  pures. 

633. 

Premiere  quefllon.  On  cherche  un  nom- 
bre dont  la  moitié,  multipliée  par  le  tiers, 
fafîe  24? 

Soit  ce  nombre  =a::  il  faut  que  \x ^ 
multiplié  par  -x,  donne  24  j  on  aura  donc 
l'équation  \  xx=z  24. 

Multipliant  par  6,  on  a  xxzz=ij^j^-^  & 
l'extraction  de  la  racine  donne  a:  ^=+12* 
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On  met  +;  car  (î  x=:^^\^\^ ,  ona^x=(5, 
&  jxi=:::4 ,  &  le  produit  de  ces  deux  nom- 
bres eft24i  ^{\xz=iz — 12,  on  2i\ x=^—6 ^ 
Si  jx=:  —  4  ,  dont  le  produit  eft  égale- 
ment 24. 

634. 

Seconde  queßion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel ,  qu'en  y  ajoutant  5 ,  &  en  en  re- 
tranchant 5  ,  le  produit  de  la  fomme  par 
la  différence  foit  =96. 

Soit  ce  nombre  x ,  il  faudra  que  at-j-^  , 
multiplié  par  x — 5 ,  donne  96  ;  d'où  réfulte 
l'équation  xx — i;,z=zi^6. 

Ajoutant  25 ,  on  a  xx=iii  ;  &  extrayant 
la  racine,  il  vient  xc=ri  i.  Ainfi  x-\-^z=^i6^ 
&  x — 5=6j  or  en  effet  6.16^=96. 

635. 

Troißeme  queßion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel ,  qu'en  l'ajoutant  à  10,  &  en  le  re- 
tranchant de  1 0  ,  la  forame  multipliée  par 
le  reffe  ou  par  la  différence ,  donne  51, 
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Que  X  foit  ce  nombre  ;  il  faut  que  i  o+at  , 
multiplié  par  lo — x  ,  fafîe  5 1 ,  &  qu'airifi 
1 00 — xx=.i^  I .  Ajoutant xx ,  &  fouftrayant 
5  I ,  on  a  xx:=z4^  _,  dont  la  racine  quarrée 
donne  x^^^j. 

Quatrième  queßion.  Trois  Joueurs  qui 
ont  fait  une  partie  ,  fe  retirent  ;  le  premier 
avec  autant  de  fois  7  écus  3  que  le  fécond 
a  de  fois  trois  écus  j  &  le  fécond  avec  autant 
de  fois  17  écus ,  que  le  troifieme  a  de  fois 
5  écus  j  &  fî  on  multiplie  l'argent  du  pre^ 
mier  par  l'argent  du  fécond  ,  &:  l'argent  du 
fécond  par  l'argent  du  troifieme  ,  &  enfin 
l'argent  du  troifieme  par  l'argent  du  pre- 
mier ,  la  fomme  de  ces  trois  produits  eft 
383O7.  Combien  d'argent  ont- ils  chacun? 

Suppofons  que  le  premier  Joueur  ait  x 
écus  j  &  puifqu'il  a  autant  de  fois  7  écus, 
que  le  fécond  a  de  fois  3  écus ,  cela  fignifie 
que  fon  argent  eft  à  celui  du  fécond ,  en 
raifon  de  7:3.. 
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On  fera  donc  7:3=x,  à  l'argent  du 
fécond  Joueur,  qui  eft  donc^x. 

De  plus  ,  comme  l'argent  du  fécond 
Joueur  eft  à  celui  du  troifieme  en  raifon 
de  17:5,  on  dira  17:5  ^■^-x  à  l'argent  du 
troifieme  Joueur ,  ou  à  ^  x» 

Multipliant  à  préfent  x  ,  ou  l'argent  du 
premier  Joueur ,  par  -  x  ,  l'argent  du  fé- 
cond ,  on  a  le  produit  |xa:. 

Après  cela  y-x  ^  l'argent  du  fécond ,  mul- 
tiplié par  l'argent  du  troifieme ,  ou  par  77^^, 
donne  ^  xx.  Enfin  l'argent  du  troifieme  , 
ou  —x,  multiplié  par  x  ,  ou  l'argent  du 
premier ,  donne  ^  xx»  La  fomme  de  ces 
trois  produits  Q{\.-xx-\-~^xx-^^^xx;d<. 
en  réduifant  au  même  dénominateur ,  on 
la  trouve  ^zz""^ xx ^  ce  qui  doit  équivaloir 
au  nombre  3830 -. 

On  a  donc  ^!jvjv=  18-107. 
833  ->   -?    3 

Ainfî^^A:;c=i  1492  ,  &  i52ixA:étant 

€gal  à  9572836,  divifant  par  1521  ,  on 
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SLXx=^^p^',  Se  en  prenant  la  racine, 
on  trouve  x=^-^.  Cette  fra6tion  efl  en- 
core  rédu61ible  à  de  moindres  termes  y  en 
divifant  par  13  ;  ainfî  x^=^y^^^79t  j  ^ 
on  conclut  de-là  que  ^jc=34,  &  que  f^ 

Réponfe,  Le  premier  Joueur  379  |  écus  , 
le  fécond  a  34  écus,  &  le  troifieme  fe  re- 
tire avec  10  écus. 

Remarque,  Ce  calcul  peut  fe  faire  encore 
d'une  manière  plus  facile  ;  favoir ,  en  pre- 
nant les  fafteurs  des  nombres  qui  s'y  pré- 
fentent ,  &  en  faifant  attention  principa- 
lement aux  quarrés  de  ces  fafteurs. 

On  voit  que  ^07=^3.169  ,  &  que  16^ 
eft  le  quarre  de  i  3  j  enfuite ,  que  833=7 
.119,  &:  que  119=^7.17.  Or  on  ai^ 
xx=::^^'^o~,  &  fi  on  m.ultiplie  par  3  ,  on 

a  ^^xxz=i  1402.  Ou'on  réfolve  auffi  ce 
17.49  ^7      ^ 

nombre  en  Ces  fa8:eurs  ;  on  voit  d'abord 
que  le  premier  eu  4 ,  c'eil-à-dire ,  que  11492 
=4.28735  de  plus  2873  ^^  divifibie  par 
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17,  de  forte  que  2873:=  17. 1(39.  Par  con- 
féquent  notre  équation  aura  la  forme  fui- 
vante  :  f^  ^=  4 . 1 7 . 1 69 ,  laquelle ,  divifée 
par  169,  fe  réduit  à  ~^  xx=4.i'j  ;  mul- 
tipliant de  plus  par  17.49  ,  &  divifant  par 
9 ,  on  a  xx=z^^^y^,  où  tous  les  fa61eurs 
font  des  quarrés  -,  d'où  il  fuit  qu'on  a ,  fans 
autre  calcul  ,  la  racine  ^:=  ^^^^  =  —  * 
comme  ci- devant. 

637. 

Cinquième  queßion.  Quelques  Négocians 
établiffent  un  Fa6leur  à  Archangel.  Chacun 
d'eux  contribue  pour  le  commerce  qu'ils 
ont  en  vue,  dix  fois  autant  d'écus  qu'ils  font 
d'AfTociés.  Le  profit  du  Fadeur  eil  fixé  à 
deux  fois  autant  d'écus  qu'il  y  a  d'AfTociés 
pour  100  écus.  Et  fi  l'on  multiplie  la  ^ 
partie  de  fon  gain  total  par  2  -,  on  trouve 
le  nombre  des  Aflbciés.  On  demande  quel 
efl  ce  nombre  ? 

Soit  ce  nombre  :=^x  ^  &  puifque  chaque 
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Affocié  a  fourni  \ox  ^  le  capital  entier  elt 
:=  io;<;a:.  Or  avec  chaque  centaine  d'écus 
le  Fa6reur  gagne  2  x  ,  fon  profit  fera  donc 
^-x^  avec  le  capital  loxjc.  La  ^^^  partie  de 
ce  gain  eftj^^x^y  multipliant  par  2^  ,  ou 
par  7,  on  ^-^y ,  ou^^A:^  &  c'eft  ce 
qui  doit  être  égal  au  nombre  des  AfTociés  x» 
On  a  donc  l'équation  ^  jc^  ^^a:  ,  ou  jc' 
:=^ii'^  X  ;  elle  paroît  d'abord  être  du  troi- 
fieme  degré  j  mais  comme  on  peut  divifer 
par  X ,  elle  le  réduit  à  l'équation  du  fécond 
degré  xx:=:^ii^ ,  d'où  l'on  tire  ^^=15. 

Réponfe,  Il  y  a  quinze  AfTociés,  &  chacun 
a  contribué  150  écus. 


A 


J^^'^.. 
'^^^' 


V 


^ 


Chapitre 
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CHAPITRE     VL 

De  la  réfolution  des  Equations  mixtes 
du  fécond  degré» 


o 


638. 


N  dit  d'une  équation  du  feeond  degré, 
qu'elle  eft  mixte  ou  complette  ,  lorfqu'on 
y  rencontre  trois  efpeces  de  terines ,  favoir 
celle  qui  contient  le  quarre  de  la  quantité 
inconnue ,  comme  axx  y  celle  où  l'incon* 
nue  fe  trouve  feulement  élevée  à  la  pre- 
mière puiffance,  comme  bx  ;  enfin  l'efpece 
de  termes  qui  n'eft  compofée  que  de  quan- 
tités connues.  Et  puifqu'bn  peut  réunir  deux 
ou  plußeurs  termes  d'une  même  efpece  en 
un  feui ,  &  qu'on  peut  porter  tous  les  termes 
d'un  même  côté  du  (igné  =: ,  la  forme  de 
l'équation  mixte  du  fécond  degré  fera  cel- 

axx^bxJ^C:=:zO,  -■    ... 

Nous  montrerons  dans  ce  Chapitre  com* 
Tome   /,  Ll 
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ment  on  doir  tirer  la  valeur  de  x  de  ce^ 
fortes  d'équations  ;  on  verra  qu'il  y  a  deux 
routes  pour  y  parvenir. 

639. 

Une  équation  de  l'efpece  dont  il  s'agit, 
peut  fe  réduire  ,  par  le  moyen  de  la  divi- 
sion ,  à  une  forme  telle ,  que  le  premier 
terme  ne  contienne  purement  que  le  quarre 
XX  de  l'inconnue  x.  On  laiffera  le  fécond 
terme  du  même  côté  où  eft  ;c ,  &  le  terme 
connu  on  le  portera  de  l'autre  côté  du  fîgne 
z=z.  Notre  équation  prendra  de  cette  ma- 
nière la  forme  xx+px=z  +  (]  -^  où  p  &  ^ 
fignifient  des  nombres  connus  quelconques, 
poiitifs  ou  négatifs  j  &  tout  fe  réduit  à  pré- 
fent  à  déterminer  la  vraie  valeur  de  x.  Nous 
commencerons  par  remarquer  que  fi  xx 
-[-/JA  étoit  un  quarre  efTetlif ,  la  réfolution 
n'auroit  aucune  difficulté  ,  parce  qu'il  ne 
s'agiroit  que  de  prendre  des  deux  côtés  la 
racine  quarrée. 
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640* 

Mais  il  efl  clair  que  xx-\-px  ne  fauroit 
être  un  quarre  ,  puifque  nous  avons  vu  plus 
haut  que  fi  une  racine  efl  de  deux  termes^ 
par  exemple  x-^n  ,  {on  quarre  contient  tou- 
jours trois  termes ,  favoir ,  outre  le  quarre 
de  chaque  partie  ,  encore  le  double  du 
produit  des  deux  parties  j  c'eft-à-dire ,  que 
lé  quarre  de  x-\-n  efl:  xx-^inx-\-nn.  Ot 
nous  avons  déjà  d'un  côté  xx-\-px ,  nous 
pouvons  donc  regarder  xx  comme  le 
quarre  de  la  première  partie  de  la  racine  ^ 
&  il  faut  en  ce  cas  que  px  repréfente  lö 
double  du  produit  de  la  première  partie  x 
de  la  racine  par  la  féconde  partie  ;  par  con- 
féquent  cette  fécondé  partie  doit  être ^p^ 
&  en  efTet  le  quarre  de  x-\-'^p  fe  trouve 
être  xx-j^px-^^pp, 

641. 

jL  -    Or  xx^px-^^pp  étant  un  quarre  réel 

qui  a  pour  racine  X'\-~p^  fi  nous  repre^ 

Llij 
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nons  notre  équation  xx-\-px=^q ^  nous 
n'avons  qu'à  ajouter  de  part  &  d'autre  -pp , 
ce  qui  nous  donne  xx-\-px-^-  pp-=zq-^^ 
pp ,  où  le  premier  membre  eft  effeélive- 
ment  un  quarre ,  &  où  l'autre  membre  ne 
renferme  que  des  quantités  connues.  Si  donc 
nous  prenons  des  deux  côtés  la  racine  quar- 
rée  ,  nous  trouvons  x-\-\p:=z  y  Ç-pp^q^  ^ 
&  fouftrayant^/?,  nous  obtenons  x=^  —  ~ 
P~{'vjPP'~\~'^>  &  comme  toute  racine 
quarrée  peut  être  prife  foit  affirmativement, 
foit  négativement ,  nous  aurons  pour  x 
deux  valeurs  exprimées  de  cette  manière: 

X::=—'-p±\/'-pp-Jrq^ 
642. 

.  ¥oilà  la  formule  qui  contient  la  regle, 
d'après  laquelle  toutes  les  équations  du  fé- 
cond degré  peuvent  être  réfolues ,  &  il  fera 
bon  d'en  imprimer' la  fubflance  dans  la  mé- 
moire ,  afin  qu'on  n'ait  pas  befoin  de  ré- 
péter à  chaque. fois  toute  l'opération  que 
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nous  venons  de  faire.  On  pourra  toujours 
ordonner  l'équation,  de  façon  que  le  quarre 
pur  XX  fe  trouve  d'un  feul  côté  ,  &  qu'ainfî 
l'équation  ci-defTus  ait  la  forme  xx=:z — px 
-|-  ^ ,  où  l'on  voit  alors  fur  le  champ  que 

643, 

La  regle  générale  que  nous  déduifons 
de-là  pour  réfoudre  l'équation  xx=:^ — px 
'^q  )  coniifte  donc  en  ceci: 

Que  la  quantité  inconnue  x  efl  égale  à 
la  moitié  du  nombre  qui  multiplie  x  dans 
l'autre  membre  de  l'équation ,  plus  ou  moins 
la  racine  quarrée  du  quarre  du  nombre  que 
l'on  vient  de  dire  ,  &  de  la  quantité  connue 
qui  forme  le  troifîeme  terme  de  l'équation. 

C'eft  ainfî  que  (î  on  avoir  l'équation  xx 
:=6x-\-j  y  on  diroit  aufll-tôt  que  x=z^ 

+  V  9+7=^3+4?  d'où  réfultent  ces  deux 
valeurs  de  AT,  L)x=:j',  ll.)x^= — i.  Pa- 
reillement  Téquation  a-x=ioa: — 9,  don- 

Lliij 


'^^^ 
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neroit  ^=5±\/2  5— 9=5  +  4,  c'eft-à* 
dire  que  les  deux  valeurs  de  x  font  9  &  i. 

644. 

On  fe  mettra  encore  mieux  au  fait  de 
cette  regle  en  diftinguant  les  cas  fuivans: 
ï.)  fi/?  eft  un  nombre  pair  j  IL)  fi/^eft  un 
nombre  impair  j  &  III.)  fi/?  eft  un  nombre 
rompu. 

Soit  I.)  p  un  nombre  pair ,  &  l'équation 
telle  que,  xx:=ipx-^qy  on  aura  x=p 

Soit  IL)  p  un  nombre  impair ,  &  l'équa- 
tion xx=px+(j ,  on  aura x=i^p  +  y^pp+^i 
êz.  puifque-/?/?-|-^r::=^^^,  on  pourra  ex^ 
traire  la  racine  quarrée  de  ce  dénomina- 
teur, &  écrire  a:  :=:=-/7-fl^±dfi=::£HVM? 

Enfin  III.)  Soitp  une  fraftion,  on  pourra 
réfoudre  l'équation  de  la  manière  qui  fuit; 
Que  l'équation  en  queftion  foit  celle-ci, 
^xx=^kx-l-c  ^  ou  xx=^^-^-^'^^  on  aura, 
p^vhîeés,  x=:^L  +  J'R^t,    Or- 
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4--  =  ^^^^^,  où  le  dénominateur  eft  un 
quarre  ;  ainfi  ;c='iK^tlî'. 

645. 

L'autre  voie  qui  conduit  à  la  réfolution 
des  équations  du  fécond  degré  mixtes,  eft 
de  les  transformer  en  des  équations  pures. 
Cela  fe  fait  en  fubftituant,  par  exemp.  dans 
l'équation  xx=:^px-Yq  ^  à  la  place  de  l'in- 
connue X,  une  autre  inconnue^,  telle  que 
x:=iy-\'\p ;  au  moyen  de  quoi,  quand 
on  a  déterminé  jy,  on  trouve  aufli-tôt  la 
valeur  de  x, 

^v  nous  faifons  cette  fubftitution  de  y 
•-j-^/7  à  la  place  de  jc,  nous  avons  xx:=yy 
"^-py^hPP^  &/?x=:/rK+|:/^/^;parcon- 
féquent  notre  équation  fe  change  en  celle- 
ci:  yy-\-py~\-\FP=py'\'\pp^ri^  q^î^e 

réduit ,  en  fouftrayant  py  ,  d'abord  à  yy 
Jç--ppz=.^-pp-\-q;  &  enfuite ,  en  fouftrayant 
l-pp ,  à  yy^^-pp-^q.  Ceci  eft  une  équa- 
tion du  fécond  degré  pure,  qui  donne  auffi- 

L  1  ÎY 
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toi  y^±\/"-pp-\-q.  Qr  puifque  x=y+  \p, 
on  a  x^=:\p-\^\/^-pp-\-q  y  ainfi  que  nous 
l'avons  trouvé  ci-defTus.  Il  ne  nous  refte 
donc  qu'à  éclaircir  cette  regle  par  quelques 
exemples. 

646. 

Premiere  queßion.  J'ai  deux  nombres  j 
Fun  furpaffe  l'autre  de  6,  &  leur  produit 
eil  91.  Quels  font  ces  nombres? 

Si  le  plus  petit  eft  x  ,  l'autre  eft  x-^S , 
&  leur  produit  9i=xx-|-6.r. 

Souflrayant  6x  ^  il  refte  xx=iç)i — 6x  ^ 
&  la  regle  donne  x= — 3+^/9+91:^:^ — 3 
+  10  ;  ainfi  jc-=7  ,  &  x=i:-f-i3. 

Rép.  La  queftion  admet  deux  folutions  : 

Suivant  l'une  ,  le  plus  petit  nombre  x 
eft  =: 7,  &  le  plus  grand  x-|-6=i3. 

Suivant  l'autre ,  le  plus  petit  nombre  x 
c= — I  3  ,  &  le  plus  grand  x~\~6:=^ — 7. 

647. 

Seconde  quejVion,  Trouver  un  nombre 
tel  que  5  (1  de  Ton  quarre  je  retranche  9^ 
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il  me  vienne  un  nombre  qui  foit  d'autant 
d'unités  plus  grand  que  i  oo ,  que  le  nom- 
bre cherché  ell:  plus  petit  que  23. 
i  Soit  le  nombre  cherché  =  a;  y  je  vois  que 
XX  —  9  furpafTe  100  de;»rA: — 109.  Et  puif- 
que  X  eft  au  deffous  de  23  de  23 — x^  j'au- 
rai cette  équation:  xx — 1091=23 — x, 

'Donc  xxz:= — x-|-i32j  &,  par  la  regle, 

+  Y'    Ainfi   :i^::=rl  I    &    X:=:  — 12. 

Réponfe.  Lorfqu'on  ne  demande  qu'un 
nombre  pofitif ,  ce  nombre  cherché  eft  1 1 , 
dont  le  quarre  moins  9  eft  112,  &  par 
conféquent  de  12  plus  grand  que  loO;,  de 
même  que  1 1  eft^de  12  plus  petit  que  23. 

648. 

Troißeme  queßion.  Trouver  un  nombre 
tel ,  que  ft  on  multiplie  fa  moitié  par  fon 
tiers ,  &  qu'au  produit  on  ajoute  la  moitié 
du  nombre  qu'on  cherche  3  le  réfultat  foit 
30. 
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Qu'on  fuppofe  ce  nombre  :=:x ,  fa  moi- 
tié ,  multipliée  par  fon  tiers,  fera^jtrx;  il 
faut  donc  c{uq\ xx-\''-x=:t,o.  Multipliant 
par  (3 ,  on  a  xx-\-'^xz=zi^o ^  ou  xx:=: — -t^x 
<-}-  i8o  ,  ce  qui  donne  x=  —  |  +  y^^-j-i8o 


i? 


^-f±. 


Par  conféquent  j:  efl  ou  =±i  2  ,  ou  égaî 

649. 

Quatrième  (jueßion.  Trouver  deux  nom- 
bres qui  foient  en  proportion  double ,  & 
tels  que  (i  on  ajoute  leur  fomme  à  leur 
produit ,  on  obtienne  90. 

Soit  l'un  des  nombres  ^=:.r,  &  le  plus 
grand  =^  ix ,  leur  produ^f  fera  =  ixx  ,  & 
il  on  y  ajoute  3  x  ou  leur  fomme  ,  la  nou- 
velle fomme  doit  faire  90.  Ainiî  ixx-\-'^x 
^3=90  j  2a:a'=::90 — 3;^;  xx:=i  — 1^-^~|~45  > 
d'où  Ton  tire  ;.=- i+ /£^=-i  +  ^ . 

Par  conféquent  x=^6  ^  ou  :v:= — 7^«. 
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650. 

Cinquième  queflion»  Un  Maquignon  qui 
a  acheté  un  cheval  pour  un  certain  nom- 
bre d'écus ,  le  revend  pour  1 1 9  écus ,  & 
il  gagne  autant  pour  cent  écus  ,  que  le 
cheval  lui  a  coûté.  On  demande  ce  qu'il 
en  avoit  payé  ? 

Suppofons  que  le  cheval  ait  coûté  x  écus  ; 
comme  le  Maquignon  y  gagne  x  pour  cent, 
on  dira  100  donnent  le  profit  j::  que  donne 
X  ?  Réponfe  y  ^^.  Puis  donc  qu'il  a  gagné ^ 
&  que  le  cheval  lui  coûte  x  écus  d'achat , 
il  faut  qu'il  l'ait  vendu  pour  x^^^-,  donc 
^+£  =  119-  Souftrayant  x  ,  on  a£ 
;= — Ar-|-ii9j  &  multipliant  par  100,  il 
vient  xx=-^iooAr-|-i  1900.  Appliquant 
maintenant  la  regle,  on  trouve  x= — '^o 

Hh  V  2  5  oo-j-i  1900  = — 50+v  14400 

;::= — 50+120. 

Réponfe,  Le  cheval  a  coûté  70  écus ,  & 
puifque  le  Maquignon  a  gagné  70  pour 
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cent  en  le  revendant ,  le  profit  doit  avoir 
été  de  49  écus.  Le  cheval  doit ,  par  confé- 
quent ,  avoir  été  revendu  en  effet  pour  70 
4-49  3  c'eil-à-dire  pour  1 19  écus. 

651. 

Sixième  queßion.  Quelqu'un  acheté  un 
certain  nombre  de  pièces  de  drap  ;  il  paye 
pour  la  première  2  écus  ;  pour  la  féconde, 
4  écus  ;  pour  la  troifieme ,  6  écus ,  &  de 
même  toujours  2  écus  de  plus  pour  les  fui- 
vantes;  &  toutes  les  pièces  enfemble  lui 
coûtent  iio  écus.  Combien  y  avoit-il  de 
pièces  ? 

Soit  le  nombre  cherché  =^x  -,  Se  voici 
le  plan  de  ce  que  l'Acheieur  a  payé  pour 
les  différentes  pièces: 

pour  la   I  j   2 ,  3  ,  4,     5       X 

il  paye   2,  4,  6,  8,  10     2 x  écus. 

îl  s'agit  par  conféquent  de  fommer  la 
progreffion  arithmétique  2-[-4-{-6-j-8-}-ie 

-|- IX  ^  qui  eft  de  x  termes ,  afin  d'en 

déduire  le  prix  de  toutes  les  pièces  de  drap 


I 
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prifes  enfemble.  La  regle  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour  cette  opération, 
exige  qu'on  ajoute  le  dernier  terme  &:  le 
premier.  La  fomme  eft  ix-^-z  ;  qu'on  mul- 
tiplie cette  fomme  par  le  nombre  des  ter- 
mes X  y  le  produit  eil  ^xx-^^x  j  qu'on  di- 
vife  enfin  par  ^:^^^SSe  2  ,  le  quotient 
eft  xx-\-x ,  c'eft  la  fomme  de  la  progref^ 
fionj  ainfî  l'on  a  A;^-p;tr=  1 1  o  j  donc  xx 

= X-\-\\0  ^    &   XZZ=L i_[_  y/l--j-ii  O 

Réponfe,  Le  nombre  des  pièces  de  drap 
achetées  efl  10. 

652. 

Septième  queßlon.  Quelqu'un  a  acheté 
plufieurs  pièces  de  drap  pour  1 80  écùs.  S'il 
avoit  reçu  pour  la  même  fomme  3  pièces 
de  plus ,  il  auroit  eu  la  pièce  à  meilleur 
marché  de  3  écus.  Combien  a-t-il  acheté 
de  pièces  ? 

Faifons  le  nombre  cherché  r=:;c;  chaque 
pièce  aura  coûté  réellement ';;^  écus.  Or  (î 
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r Acheteur  avoit  eu  a: -[-3  pièces  pour  i8â 
écus ,  la  pièce  lui  feroit  revenue  à  ^  écus  ; 
&  puifque  ce  prix  eft  moindre  de  3  écus 
que  le  prix  réel ,  il  faut  que  nous  ayons 

1  équation , 

180 180 

Multipliant  par  x ,  nous  avons  —  =  180 
= — 3;^  j  divifant  par  3  ,  l'on  a —=60— a:; 
multipliant  par  ;c-j-3  ,  nous  aurons  60  x 
=i8o-[-57:^ — XX',  ajoutant  xx ,  l'on  aura 
xx-^6ox=:i%o-\'')jx  ',  foudrayant  60 x 3 
nous  aurons  xxr=:=  —  "^x-^-i^o* 

La  regle  donne  par  conféquent 

^-=-i  +  >/Ff>"8^  ou  x=-\^^2. 

=  12. 

Réponfe.  On  a  acheté  pour  180  écus  12 
pièces  de  drap  à  1 5  écus  la  pièce  ,  &  fî 
on  eût  obtenu  3  pièces  de  plus ,  favoir  i  5 
pièces  pour  180  écus,  la  pièce  ne  feroit 
revenue  qu'à  12  écus,  c'efl- à-dire,  à  3  écus 
de  moins. 
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653- 

Huitième  queflion.  Deux  Marchands  en- 
trent en  fociété  avec  un  fonds  de  100  écus  \ 
l'un  laifle  fon  argent  dans  la  fociété  pendant 
trois  mois,  l'autre  laifîe  le  lien  pendant  deux 
mois,  &  chacun  retire  99  écus  de  capital  & 
d'intérêts.  On  demande  quelle  part  chacun 
a  voit  fourni  au  fonds  ? 

Suppofons  que  le  premier  AfTocié  ait 
contribué  x  écus  ,  •  l'autre  aura  contribué 
100 — AT.  Or  celui-là  retirant  99  écus,  fon 
profit  eil  99  — a:  ,  qu'il  aura  acquis  en  trois 
mois  avec  le  capital  ;\;  y  &  puifque  le  fécond 
retire  pareillement  99  écus,  fon  profit  eil 
X — I ,  qu'il  aura  acquis  en  deux  mois  de 
temps  avec  le  capital  100 —  a:;  &  il  eil 
clair  que  le  profit  de  ce  fécond  AiTocié  eût 
été  ^-^ ,  s'il  avoit  reilé  trois  mois  dans  la 
fociété.  Maintenant ,  comme  Its  profits 
acquis  dans  le  même  temps  font  propor- 
tionnels aux  capitaux ,  nous  avons  évidem- 
ment .r:99  —  :v=ioo—- ;ï•:^^^ 
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L'égalité  du  produit  des  extrêmes  &  de 
celui  des  nx)yens ,  donne  l'équation 

— - — z:^9^00 l(^^X'-\-XXy 

multipliant  par  2,  nous  aurons  -i^xx  —  3^: 
=  19800 — Tf^^x-^-ixx ;  fouftrayant  ixx y 
l'on  aura  xx — 'i^x:=:i(^%oo — 398^:;  ajou- 
tant '^x y  nous  aurons  j^a:^=  19800 — 39 5 -^^ 
Donc  par  la  regle 


395     I        /isfeo^î     1^79^00 Î93     \     485 

^ 2   "TV        4  I         4     a    "T"    a 

90 

Réponfe.  Le  premier  Afîbcié  a  contribué 
45  écus ,  &  l'autre  55  écus.  Le  premier 
ayant  gagné  en  trois  mois  5  4  écus  ,  auroit 
gagné  en  un  mois  18  écus  5  &  le  fécond 
ayant  gagné  en  deux  mois  44  écus  ,  auroit 
gagné  en  un  mois  22  écus  :  or  ces  deux 
profits  s'accordent  j  car^  fi  avec  45  écus 
on  gagne  18  écus  dans  un  mois  de  temps  , 
on  gagnera  dans  le  même  temps  22  écus 
avec  55  écus. 

(Î54. 
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654. 

Neuvième  queßlon.  Deux  Payfannes  por* 
tent  enfemble  1 00  oeufs  au  marché  ;  l'une 
en  porte  plus  que  l'autre ,  &  cependant  le 
produit  ell  le  même  pour  l'une  &  pour 
l'autre.  La  première  dit  à  la  féconde  :  Si 
î'avois  eu  tes  œufs ,  j'aurois  retiré  1 5  fous. 
L'autre  lui  répond  :  Si  j'avois  eu  les  tiens , 
j'aurois  retiré  6  ^  fous.  Combien  d'œufs 
chacune  a-t-elle  portés  au  marché  } 

Que  la  première  ait  eu  x  œufs ,  la  fé- 
conde en  aura  eu  100 — x. 

Puis  donc  que  celle-là  eût  vendu  100 
— X  œufs  pour  1 5  fous ,  on  fera  la  regle 
de  trois  fuivante: 

1 00  —  ,v  :  1 5  =x....  à  ^^  fous. 
De  même ,  puifque  la  féconde  eût  vendu 
X  œufs  pour  6  ^  fous ,  on  trouvera  com- 
bien 100 — X  oeufs  lui  euffent  rendu  ,  en 
difant 

20  y    2000-20* 

a::— =1=100  —  X a — — — . 

3  3* 

Tome  L  Mm 
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Or  les  deux  Payfannes  ont  retiré  autant 
d'argent  l'une  que  l'autre  ;  nous  avons  par 

ri  ^1''  •  'i-'^x  10C0-10X 

confequent  1  équation,  ^-^^ :^ ___ ^  qui 
fe  réduit  à  celle-ci, 

25  ;>£:a:^::z:20cooo  —  4000x5 
6c  enfin  à  celle  -  ci , 

xx-z^  —  i6oAr-[-8ooo5 
d'où  l'on  tire 

x=z — So-f-  \/6400-}-8ooor= — So-j-i  20 
=  40. 
Rêponfe,   La  première  Payfanne  avoit 
40  œufs ,  la  féconde  en  avoit  60 ,  &  cha- 
cune a  retiré  10  fous. 

655. 

Dixième  queßion.  Deux  Marchands  ven- 
dent chacun  d'une  certaine  étoffe  ;  le  fé- 
cond en  vend  3  aunes  de  plus  que  le  pre- 
mier ,  &  ils  tirent  enfemble  3  5  écus.  Le 
premier  dit  au  fécond  :  J'aurois  retiré  de 
votre  étoffe  24  écus  ;  l'autre  répond ,  &: 
moi  j'aurois  retiré  de  la  vôtre  i  2  écus  & 
demi.  Combien  d'aunes  avoient-ils  chacun  ? 
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Suppofons  que  le  premier  ait  eu  x  aunes , 
le  fécond  aura  eu  ;t:-j-3  aunes.  Or  puifque 
le  premier  eût  vendu  x-\-^  aunes  pour  24 
écus,  il  faut  qu'il  ait  retiré  ^écus  de  fes 
X  aunes.  Et  quant  au  fécond ,  puiiqu'il  eût 
débité  X  aunes  pour  1 2  ^  écus ,  il  faut  qu'il 
ait  vendu  fes  ^-j-}  aunes  pour  ~^^  ',  ainii 
la  fomme  totale  cju'ils  ont  retirée   eil^ 

-L_-L^^3  5  ecus. 

Cette  équation  fe  réduit  à  xx  z=::  lox 
— 75 ,  d'où  l'on  tire  ;t=io-f  y  100 — 75 

:=::IO-f  5. 

Réponfe,  La  quellion  a  deux  folutions: 
fuivant  la  première  ,  le  premier  Marchand 
avoir  1 5  aunes,  &  le  fécond  en  avoit  18  j 
&  puifque  celui  là  eût  vendu  18  aunes  pour 
24  écus ,  il  aura  vendu  fes  1 5  aunes  pour 
20  écus;  le  fécond,  qui  eût  vendu  1 5  aunes 
pour  1  2  écus  &  demi ,  aura  vendu  fcs  1 8 
aunes  1 5  écus  ;  donc  en  effet  ils  ont  tiré 
3  5  écus  de  leur  marchandife. 

Suivant  la  féconde  folution ,  le  premier 

M  m  ij 


54^  E   L   È   M   E   N   s 

Marchand  avoit  5  aunes,  &  l'autre 8  aunes; 
ainfi  ,  puifque  le  premier  eût  débité  8  aunes 
pour  24  écus ,  il  aura  retiré  1 5  écus  de  Tes 
5  aunes  ;  &  le  fécond  ,  puifqu'il  eût  vendu 
5  aunes  pour  i  2  écus  &  demi,  fes  1 8  aunes 
lui  auront  rendu  20  écus.  La  fomme  eft  en- 
core 35  écus. 


CHAPITRE    VIL 

De  l*extra^ion  des  Racines  des  nombres 
polygones. 


N< 


656. 


ous  avons  fait  voir  plus  haut  comment 
on  doit  déterminer  les  nombres  polygones  ; 
or  ce  que  nous  avons  nommé  alors  un  côté^ 
s'appelle  aufîi  une  racine.  Si  donc  on  indique 
la  racine  par  x  ,  on  trouvera  ce  qui  fuit 
pour  tous  les  nombres  polygones: 
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le  III  gone ,  ou  le  triangle^  eft  ^^  , 
le  IV  gone,  ou  le  quarre,       xx^ 

le  V  gone "T"? 

le  VI  gone 'i-xx — x  y 

k^xx-%x 
VII  gone ^—  , 

le  VIII  gone —  —  'i^xx — ix  ^ 

\    le  IX  gone ^^ , 

le  X  gone ^xx — 3^, 

1  {n-i\xx-{n- Ax 

le  n  gone ^        « 

657. 

Nous  avons  fait  voir  fuffifamment  plus 
haut ,  qu'il  eil  facile  ,  par  le  moyen  de  ces 
formules  ,  de  trouver  ,  pour  une  racine 
donnée  quelconque  ,  un  nombre  polygone 
cherché.  Mais  lorfquil  s'agit  de  trouver 
réciproquement  le  côté ,  ou  la  racine  d'un 
polygone  dont  on  connoît  le  nombre 
des  côtés ,  l'opération  efl  plus  difficile 
^  demande  toujours  la  réfolution  d'une 

Mm  iij 
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équation  du  fécond  degré.  Cela  fait  que 
cet  article  mérite  d'être  traité  ici  féparé- 
ment.  Nous  le  ferons  par  ordre ,  en  com- 
mençant par  les  nombres  triangulaires ,  & 
en  paiïant  de -là  à  ceux  d'un  plus  grand 
nombre  d'angles. 

658. 

Soit  donc  91  le  nombre  triangulaire 
donné ,  &  duquel  on  cherche  le  côté  ou 
la  racine. 

^  Si  nous  faifons  cette  racine  z=zx ,  il  faut 
que '^^^  foit  =91  ;  que  xx-\^x:z=:^\'èi  ^ 
Se  xx:=:z — ■x-\-iSi,   &  par   conféquent 

que  ^=— r+V'Jr+i^^^^— r+/T 
z=^.^~--U—=^iT,.  Nous  en  concluons  que 

la  racine  trigonale  cherchée  efl  13  3  car 

le  triangle  de  13  eft  91. 

659. 

Mais  foiî  en  général  a  le  nombre  trigonal 
(donné ,  Se  qu'on  en  cherche  la  racine. 


i' 
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Si  on  la  fait  =:zx  ^  on  a  '^^  ==::^ ,  ou  xx 
^x^^za;  donc  xa:=  —  x^ia^  &  paî 
la  regle,  :^  = — 1 4"  v  ^ "h  ^ ^ ?  ou  3c^=^ 

2  i 

Ce  réfultat  donne  la  regle  qui  fuit:  Pour 
trouver  une  racine  trigonale ,  il  faut  mul* 
tipiier  par  8  le  nombre  trigonal  donnée 
ajouter  i  au  produit ,  extraire  la  racine  de 
la  fomme ,  fouflraire  i  de  cette  racine  ^ 
&  divifer  enfin  le  reile  par  2.  > 

66o. 

On  voit  par-là  que  tous  les  nombres  tri* 
gonaux  ont  la  propriété ,  que  (i  on  les  mul* 
tiplie.  par  8  ,  &  qu'on  ajoute  Tunité  au  pro- 
duit,  la  fomme  eft  toujours;. un  quarre:  la 
petite  table  qui  fuit  en  donne  quelques 
exemples. 

Triangles -i,^}^^  ,^\,  ß ,  lO,  15,    21,  28,  36,    45,   55    &ç^ 
è  fois  +  i  :  9,  25,49,81, 121,  169,225,289,  361,441  &c. 

On  remarquera  que  fi  le  nombre  donn^ 
Ä  ne  fatisfait  pas  à  cette  condition  ,  c'efi: 

Mm  iv 
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fîgnè  que  ce  n'efl:  pas  un  nombre  trigonal 
réel  ,  ou  qu'on  ne  peut  en  indiquer  une 
racine  rationnelle. 

66i. 

Qu'on  cherche ,  fuivant  cette  regle ,  la 
racine  trigonale  de  iio,  on  aura  az^iio 
&:  %a-\-i:=:i6^i  ,  dont  la  racine  quarrée 
efl:  41  ;  d'où  l'on  voit  que  le  nombre  210 
eft  réellement  triangulaire ,  &  que  fa  ra- 
cine eft  :=^^^— ^=20.  Mais  fi  on  donnoit 
pour  trigonal  le  nombre  4,  &  qu'on  pro- 
posât d'en  affigner  la  racine ,  elle  fe  trou- 
veroit  :=^ — ^,  &  par  conféquent  irra- 
tionnelle ;  cependant  on  trouve  réellement 
le  triangle  de  cette  racine  ^ — j  ,  de  la 
manière  qui  fuit: 

ruilque  x=  \  ,  ondixx=:-'—^, 
&  en  y  ajoutant  jc^  la  fomme  eft  xx-\-x 
^:^~=:zS  ,  &:  par  conféquent  le  triangle, 
ou  le  nombre  trigonal  "^-^=4. 
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662. 

Les  nombres  tétragones  étant  la  même 
chofe  que  les  quarrés ,  ils  ne  caufent  au- 
cune difEculté.  Car  fuppofons  le  nombre 
tétragone  donné  =a  ^  &  fa  racine  cher- 
chée :=^x ,  nous  aurons  xxz=^a  ^  &  par 
conféquent  xz^ya;  de  forte  que  la  ra- 
cine quarrée  &  la  racine  tétragone  font  la 
même  chofe. 

663. 

Paflbns  donc  aux  nombres  pentagones^ 

Soit  22  un  nombre  de  cette  efpece  ,  & 

X  fa  racine  j  il  faudra  que  ^^^  =^  21  ^  ou 

^xx'-^x=:=:44  ^  ou  xx=z-x-^—.  On tirc 

de -là  x==i  +  v/I+f,'ou.rLli^5 

Donc  4  eft  la  racine  pentagone  du  nom- 
bre 22. 

664. 

Qu'on  propofe  maintenant  la  queflion: 
étant  donné  le  pentagone  a^  trouver  fa  ra- 
cine. 
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Soit  cette  racine  z=:zx  ^  on  aura  l'équa- 
tion -~-*zzra,  ou  ^xx — x=:^ia^  ou  xx^z=z- 
x-\~—;  au  moyen  de  quoi  on  trouve  x 

Lots  donc  que  a  eft  un  pentagone  efFeé^if, 
il  faut  que  24a -j-i  foit  un  quarre. 

Que  330  foit,  par  exemple,  le  penta- 
gone donné  ,  la  racine  fera  xz=.^'^^^'^'' 

665. 

Soit  à  préfent  a  un  .nombre  hexagone 
donné ,  &  qu'on  en  cherche  là  racine. 

Si  on  la  fuppofe  =x ,  cri  aura  ixx — x 
:=a ,  ou  xx-:=^\x'^\'a'',  d^'Ôù  Fon  tire  x 

=  ï  + vPH^=iii(-^;  Ainfi  'pour 
que  a  foit  réellement  un  hexagone,  ilfani 
que  oa-|-i  derienne  un  qùàrrë;  d'où  l'on 
voit  que  tous  les  nombres  hexagones  font 
compris  dans  les  trigonaux  ;  mais  il  n'en 
'eft  pas  de  mêffie  des  racineßiq  (x^^u'^J 
Soit ,  par  exemple ,  k  nqmbf e  heksgoîrè 
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r  .  /• i+i/q8oi_ ï+99 

ïZ2  5  ,  la  racine  fera  a'^= — r.Ji—:=z--^ 
r^25. 

666. 

Suppofons  a  un  nombre  heptagone ,  du- 
quel il  Toit  quellion  de  trouver  le  côté  ou 
la  racine. 

Soit  cette  racine  =^x ,  on  aura -^^^7-^* 
=:a,  ou  ;c-x  =  |j£:-]-|<3,  ce  qui  donne  x 
:^l__Ly/i4-iß— 3V_^9.    Tous  les 

10     I     ▼    100    1     5  10 

nombres  heptagones  ont  par  conféquent  la 
propriété ,  que  {i  on  les  multiplie  par  40 
&  qu'on  ajoute  9  au  produit,  la  fomme 
eft  toujours  un  quarre. 

Soit,  par  exemple ;,  le  heptagone  2059; 
on  trouvera  fa  racine  z=:x-=:^tLÏ-l'-l^  —  ^-i^ 
=  29. 

667. 

Qu'on  entende  par  a  un  nombre  o6î:o- 
gone  ,  duquel  on  veuille  trouver  la  ra- 
cine :r.  ; 

On  aura  3,v;\;-2;t— ^  ^ou  xx—'X-^la^ 
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d'où  réfulte  x z=.l ^ y/'Ç\IÇaz=ll}^' . 
Tous  les  nombres  oftogones  font  tels ,  par 
conféquent,  que  fi  on  les  multiplie  par  3 
&  qu'on  ajoute  l'unité  au  produit  >  la  fomme 
efi:  conftamment  un  quarre. 

Soit ,  par  exemple ,  3  8 1 6  un  o6logone  ; 
fa  racine  fera  A:=l±l^'il2=:'-:^^=:i(5. 

668. 

Soit  enfin  a  un  nombre  n  gone  donné , 
dont  il  s'agifie  de  déterminer  la  racine  ;  on 
aura  cette  équation  : 

î^ —~ — ^^=zay  OU  {n — i)xx — (ji — 4) 

X2=zia^  par  conféquent  xx=^''~^^'' •\-^'^ 
on  en  tire 

2(/2— z) 

Cette  formule  renferme  une  regle  gé- 
nérale pour  trouver  toutes  les  racines  poly- 
gones poiTibles  de  iiombres  donnés. 
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Par  ex.  foit  donné  le  nombre  xxiv  gone 
3009  j  puifque  a  eil  ici  =::3009  &  ;2=:24, 
on  a  Ä  —  2=22  &  n  —  4:=20j  donc  la 
racine  ou  ;y=^°+V^5^9i84+4^  —  ^2ipi;— i^^ 


CHAPITRE     VII L 

De  V extraBlon   des   Racines   quarrées  des 
Binômes» 


o 


669. 


N  nomme  en  Algèbre  un  binôme  (*), 
une  quantité  compofée  de  deux  parties  qui 
font ,  ou  toutes  affeftées  du  fîgne  de  la  ra- 
cine quarrée  ,  ou  dont  l'une  au  moins  ren- 
ferme ce  fîgne. 

Ceft  par  cette  raifon  que  3-]- y  5  eft 

(*)  Quoique  dans  l'Algèbre  on  nomme  en  général 
binôme  une  quantité  compofée  de  deux  termes ,  M.  Euler 
a  jugé  à  propos  d' appeller  ainfi  en  particulier  les  expref- 
fions  que  les  Analyftes  françois  défignent  par  quantités 
en  partie  commenfurables ,  6»  en  partie  incommenfurables. 


558  E    L    É    M    E    N    s 

un  binôme,  &  pareillement  y  8-|-y  3  ; 
&  il  eil  indifférent  que  ces  deux  termes 
foient  joints  par  le  figne  -j-  ou  par  le  figne 
— .  C'eft  pourquoi  3  —  y  5  eil  aufli  bien 
un  binôme  que  3-]-V  5* 

670. 

La  principale  raifon  pour  laquelle  ces 
binômes  méritent  attention  ,  c'eil  que  dans 
la  réiblution  des  équations  du  fécond  degré, 
c'eil  toujours  à  des  quantités  de  cette  forme 
qu'on  parvient  ,  lorfque  la  réfolution  ne 
peut  fe  faire.  Par  exemple ,  l'équation  xx 
=z:z6x — 4  donne  x:=:^3-j-v  5. 

On  fent  bien  ,  par  conféquent,  que  ces 
formules  doivent  fe  préfenter  fréquemment 
dans  les  calculs  algébriques;  aufTi  avons- 
nous  eu  foin  plus  haut  de  faire  voir  com- 
ment on  doit  les  traiter  dans  les  opérations 
ordinaires  de  l'Addition,  de  la  Souilrac- 
tion ,  de  la  Multiplication  &  de  la  Divi- 
fion  ;  mais  ce  n'efl  qu'à  préfent  que  nous 
fommes  en  état  de  montrer  comment  on 


^ 


d'  A   L    Q    E    B    R    E,  5  ^C> 

doit  en  extraire  les  racines  quarrées ,  c'eil- 
à-dire ,  autant  que  cette  extraction  ell  poi^ 
iible  ;  car ,  quand  elle  ne  l'eft  pas ,  on  fe 
contente  de  donner  un  nouveau  figne  ra- 
dical à  la  quantité.  La  racine  quarrée  de 
3-i-v/2  eft  Y/3-f  v'i. 

67Î. 

il  faut  obferver  d'abord  que  les  quarrés 
de  tels  binômes  font  auffi  des  binômes  pa- 
reils ,  dans  lefquels  même  un  des  termes. 
eil:  toujours  rationnel. 

Car ,  qu'on  prenne  le  quarre  de  ^-h  yb, 
on  trouvera  {aa-^h)-\-xayb.  Si  donc  il 
s'agiflbit  réciproquement  de  prendre  la  ra- 
cine de  la  formule  {aa-\-b)-\-iay  b  ,  on  la 
trouveroit  -^a-^-yb,  &  il  eft,  fans  con- 
tredit ,  bien  plus  facile  de  s'en  faire  une 
idée  de  cette  manière ,  que  fi  on  avoit  (im- 
plement  mis  encore  le  figne  y  devant  cette 
formule.  De  même  ^  (î  on  prend  le  quarre 
de  ya-{-yb,  on  trouve  (a-\-b)-l-iyab  ; 
donc  réciproquement  la  racine  quarrée  de 


r 
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(a-^b)  -j-  2  y  ab  fera  y  ^-j^  \/b  ,  laquelle 
fera  pareillement  plus  facile  à  faifîr  ,  que 
fi  on  fe  contentoit  de  mettre  le  figne  y 
devant  la  quantité. 

672. 

Il  s'agit  donc  principalement  de  déter- 
miner un  caraftere  qui  puiffe  faire  recon- 
noître  dans  tous  les  cas  ß  une  telle  racine 
quarrée  a  lieu  ou  non.  Nous  commence- 
rons ,  dans  ce  defiein  ,  par  une  formule  fa- 
cile, en  cherchant  ß  on  peut  afîigner,  dans 
le  fens  que  nous  avons  dit ,  la  racine  quarrée 
du  binôme  5>-|-2y6. 

Suppofons  donc  que  cette  racine  foit  yx 
^-  y  y  ;  le  quarre  en  eft  {x-\-y)-\-i\/  xy^ 
&  il  doit  être  égal  à  la  formule  5  -j-  ^  \^' 
Par  conféquent  la  partie  rationnelle  x-\-y 
doit  être  égale  à  5  ,  &  la  partie  irration- 
nelle 2  \/xy  doit  être  égale  à  i\/6.  Cette 
dernière  égalité  donne  \/xyz=z\/6 ,  &  xy 
z=6.  Or  puifque  x-\-y=:z'^  ,  on  a  y  1=5 
' — X ,  &  cette  valeur  fubftituée  dans  l'équa- 
tion 
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tîon  xj=:z6 ,  produira  ry.x,\.,x,yff=^,  ou  xx  s-x  -arx 

=  5^-6.  Donc  ^::=^+ Vf- ^=f 
-^-^  =  3.  Ainfi  ;cr=3  &y:=2  ,  d'où  nous 

concluons  que  la  racine  quarrée  de  5-h2y  6 
eft  v/3  +  v  2,. 

673. 

Comme  nous  avons  trouvé  ici  les  deux 
équations,  I.):\;-|-jy=:=5  ,  &  \\.)xy^=i6 ^ 
nous  allons  indiquer  une  voie  particulière 
pour  en  tirer  les  valeurs  de  ;c  &  de  j^. 

Puifque  x-^y=z<^  ,  qu'on  prenne  les 
€{\^2irré%  xx-\-zxy-Yyy=^i^  3  faifant  atten- 
tion maintenant  que  xx — ^xy-\-yy  efl:  le 
quarre  de  x — y  ,  qu'on  fouftraie  de  xx 
-^ixy-]-yy=^i^  l'équation  xy=iir6  prife 
quatre  fois ,  ou  ^xyzz^i^ ,  afin  d'avoir  xx 
—  ixy-^yy^i  -,  car  prenant  à'préfent 
les  racines  ,  on  a  x — y^=^i  ;  &  ^~\~y  étant 
=  5  ,  on  trouvera  aifément  xzzzz-^  ßcy=i^ 
Donc  la  racine  quarrée  de  5  -[-  2  y  6  eft 

Tome  lo  Nn 
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674. 

Confidérons  le  binôme  général  a-\-y/l>^  8c 
fuppofons  fa  racine  quarrée  =\/x-]-y/j,  nous 
aurons  l'équation  (x-\-y)-\-i\/xy=a-\-y/l)^ 
^m^l  x-\-y=a ^  &  iy^xy=y/6,  ou  4x^=6^ 
fouftrayant  ce  quarre  du  quarre  de  l'équa- 
tion x-\-y::z^a  ,  ou  de  xx-\-ixy-\-yy=aa  ^ 
il  refle  xx — ixy-\-yy=^aa — ^  ,  dont  la  ra- 
cine quarrée  eft  x — y=::z\/aa — ^.  Or  x 
>-^y=^a;  nous  avons  donc  x=:.tl}Ll'LLÏ8c 

y — «-v^^iz.^^  &  par  conféquent  la  racine 
quarrée  cherchée  de  a-\-\b  efl  yfivlff:.* 

675. 

Nous  conviendrons  que  cette  formule 
eft  plus  compUquée  que  (î  on  eût  mis  fîm- 
plement  le  (igné  radical  y  devant  le  bi- 
nôme donné  a-\-\/b^  &  qu'on  eût  écrit 
\fa-\-\/b.  Mais  considérons  que  ladite  for- 
mule peut  fe  firnplifier  beaucoup ,  lorfque 


D*  A    L    G    E    s    R    Ei  5^5 

les  nombres  a  Se  h  font  tels  que  a  a  —  ^ 
devient  un  quarre ,  puifqu'alors  le  figne  y 
qui  eft  fous  le  figne  y  fe  trouve  élimine- 
Nous  voyons  en  même  temps  qu'on  ne 
peut  extraire  commodément  la  racine  quar- 
rée  du  binôme  (i-\-\/6,  que  lorfque  a  a 
— b=zcc  ;  car  dans  ce  cas  la  racine  quarrée 

cherchée  eft  y  ^  -j"  V  T^  >  ^  ^"^  ^  ^^ 
■ — b  n'eft  pas  un  quarre  parfait ,  on  ne  peut 
indiquer  plus  convenablement  la  racine 
quarrée  de  a-\-\/ b  ,  qu'en  mettant  le  figne 
radical  y   devant  cette  quantité. 

676. 

La  condition  donc  qui  éft  requife  pour 
qu'on  puifTe  exprimer  d'une  façon  plus 
commode  la  racine  quarrée  d'un  binôme 
a-\-yb,  c'eft  que  aa — b  fuit  un  quarre; 
&  fi  on  indique  ce  quarre  par  ce ,  on  aura 
pour  la  racine  quarrée  en  queftion  \/^^ 

^  y^^.  Il  faut  remarquer  de  plus  que  la 

racine  quarrée  de  a — \/b  fera  y -^r'"'""  V  ^~^> 

N  n  i j 


k 
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car,  en  prenant  le  quarre  de  cette  formule  j 
on  trouve  a  —  2  y/i^i:1^j  or  puifque  cc^=:aa 
— b^  &  par  conféquent  aa~—cc-=.h^  le 
même  quarre  fe  trouve  :=:a — ly-^:^ 
r^~-z:^a — y/b, 

677. 

Lors  donc  qu'il  s'agit  d'extraire  la  ra- 
cine quarrée  d'un  binôme  tel  que  n  +  yb, 
la  regle  eft  de  fouftraire  du  quarre  aa  de 
la  partie  rationnelle  le  quarre  b  de  la  par- 
tie irrationnelle^  de  prendre  la  racine  quar- 
rée du  refle ,  &  en  nommant  cette  racine 
c ,  d'écrire  pour  la  racine  cherchée  y^^ 

678. 

Qu'on  cherche  la  racine  quarrée  de  2 
'>-|-y  3  ,  on  a  a=.i  &  ^=3  j  donc  aa — b 
■=zcc=^i  ,  &  c=^\  j  ainfi  la  racine  cherchée 

Qu'il  s'agiffe  de  trouver  la  racine  quarrée 
du  binôme  1  i-j-ö  y  2  ,  on  aura  0=1 1  ^ 
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&■  \/b=:6\/ 1',  par  conféquent  b=:-i^6,i 
:=72  ,  &  aa — ^^=49  j  ce  qui  donne  c^zj  ; 
&  il  réfulte  de-là  que  la  racine  quarrée  de 
I  \-\-6\/ 1  eft  v  9  +  v/ i,  ou  3-[-'\/2. 

Qu'on  cherche  la  racine  quarrée  de  1 1 
^-2\/ 30:  icia=ii  &  \//^i=2y/30;  par 
conféquent  ^^=4.30=1:1 20  ,  &  aa — b=^i  , 
Se  c^=i  1  donc  la  racine  cherchée  =v  6 

679. 

Cette  regle  a  lieu  également,  lors  même 
que  le  binôme  renferme  des  quantités  ima- 
ginaires ou  impoflibles. 

Soit  propofé ,  par  exemple ,  le  binôme 
i-|-4\/ — 3  ,  on  aura  a=^i  &  \/b=4y' 
— 3  ,  c'eft-à-dire ,  hz=z — 48  &  aa — bz=4^. 
Donc  c^zy ,  &  par  conféquent  la  racine 
quarrée  qu'on  cherche  zr=y  4~|-y — 3=2 

+v/— 3.  . 

Autre  exemple.  Soit  donné  —  î""!"!  v 
—3  ,  nous  avons  a:= — ^;  \/b  =  ^-  v— 3  y 
&  b=^,  —  ir= — -.  Donc  aa — b==:--\-^ 

Nn  iij 
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=:î  ,  &  c=i  ;  &  le  réfultat  cherché  eft 

Un  autre  exemple  remarquable  efl  celui 
ou  il  s'agit  de  trouver  la  racine  quarrée  de 
2  y — I .  Comme  il  n'y  a  point  ici  de  partie 
rationnelle,  on  aura  ö=::o  ;  or  y  b=.iy 
— I  &  b^^ — 4  ,  donc  aa — ^11=4  &  c=2  ; 
par  conféquent  la  racine  quarrée  qu'on 
cherche  efl:  y  i-j-y — i=:i-|-y — i  9  & 
en  effet  le  quarre  de  cette  quantité  efl:  i 
^2  y — 1  — 1^=2  y — I. 

680. 

Suppofons  encore  qu'il  fe  préfentât  une 
équation  telle  que  xx=^a+\/ b  ^  &  que  aa 
—  b  fût  ■:::::zcc;  on  en  concluroit  la  valeur 

de  jc:=y  ^^+ V  ^-^)   ce   qui   peut   être 
d'ufage  en  bien  des  cas. 

Soit,  pareî^emple,  Ar;ir=i7-[-i2  y  2, 
on  aura  ^^=3  -|-y  8=3-|-2y  2. 

681. 

Ce  cas  a  lieu  principalement  dans  la  ré- 
folution  de  quelques  équations  du  quatriemç 
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Jegré ,  par  exemple,  de  x*^=^iaxx~\-d. 
Car  fi  l'on  fuppofe  xx=zy ,  on  a  x*  ^=^yy , 
ce  qui  réduit  l'équation  donnée  \yyz=:zay 
•-]-£/,  &  d'où  l'on  tire  j>^r=a+\/aa+i.  On 
a  donc  xx-=:=:a-V\/ aa-^d^  &  par  conféquent 
encore  une  extraction  de  racine  à  faire. 
Or,  puifqu'ici  y  h^=:\/ aa-\-d ^  on  aura  h 
t=aa-^d,  &  aa — ^= — d.  Si  donc  — d  eu. 
un  quarre  comme  ce,  c'eft-à-dire  que  d 
z= — ce  ,  on  pourra  affigner  la  racine  de- 
mandée. 

Suppofons  qu'efFe61ivement  d:=::z — ce ,  ou 
bien  que  l'équation  du  quatrième  degré 
propofée  foit  x*  =  iaxx — ce,  nous  trou- 
verons donc  jc:=v/^^+i/^^. 

682. 

Nous  rendrons  plus  fenfible,  par  quel- 
ques exemples,  ce  que  nous  venons  de  dire. 

1°.  On  cherche  deux  nombres  dont  le 
produit  foit  105  ,  &  dont  les  quarrés  faffent 
enfemble  274. 

Nn  iv 
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Indiquons  ces  deux  nombres  par  a;  &  jj 
nous  aurons  les  deux  équations  ,  L)  xy 
=  105  ,  &  l\.)xx-\-yy  —  i'j4. 

La  première  donne  j/=^^ ,  &  cette  va- 
leur de  y  étant  fubftituée  dans  la  féconde 
équation,  nous  avons  xx-\-^-^^^  =^1^4, 

"Donz  x^-\-io^^=^ij4Xx  ^  o\x  x*=^ij^xx 
—  105^ . 

Si  nous  comparons  maintenant  cette 
équation  avec  celle  de  l'article  précédent , 
nous  avons  ia:=:ijj^^  &  — cc=:i: — 105^$ 
par  conféquent  cr^ioç ,  &  a^^i-i^j.  Nous 
trouvons  par  conféquent 

Il  s'enfuit  de  -  là  que  ;c  eft ,  ou  =  1 5. ,' 
ou  =7.  Dans  le  premier  cas  j^r=:7 ,  dans 
le  fécond  C2isyz=:=.i  5.  Donc  les  deux  nom- 
bres cherchés  font  1 5  &  7. 

683. 

Il  fera  bon  cependant  de  remarquer  que 
ce  calcul  peut  fe  faire  beaucoup  plus  fa- 
cilement d'une  autre  manière.  Car  puifque 
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'xx-^'i-xy-^-yy  &  xx — ^xy-^-yy  font  des 
quarrés,  &  que  nous  connoiflbns  les  va- 
leurs de  xx-\-yy  &  de  xy ,  nous  n'avons 
qu'à  prendre  le  double  de  cette  dernière 
quantité ,  l'ajouter  à  la  première  &  l'en  fouf- 
traire ,  comme  on  va  voir  :  xx'-\-yyz=zz'j ^, 
Si  on  y  ajoute  ixy=ziio^  on  a  xx-\-zxy 
-j-yj/:::=:484  ,  cc  qui  donne  x-\-y=^iz, 

Souftrayant  à  préfent  ixy ,  il  relie  xx 
— ixy-\-yyz:=z64  ,  d'où  l'on  tire  x — -jK=8. 

Ainfi  2x=r,3o  &  2yr=:i4,  &  par  con- 
féquent  x=i^i  ^  &  y=^j* 

La  queftion  générale  qui  fuit ,  fe  réfout 
par  la  même  méthode. 

2°.  On  cherche  deux  nombres ,  dont 
le  produit  (6it=:m  ,  &  la  fomme  des  quar- 

rés  =:/2. 

Si  ces  nombres  font ,  l'un  =.r ,  l'autre 
^=y ,  on  a  les  deux  équations  fuivantes  : 
l,)xy=m^  II.)  xx-\-yy=:n.  Or  ixy=::im 
étant  ajouté  à  xx-\-yyzz:zn ,  on  a  xx-^ixy 
^yy=n-\-im  y  &  par  conféquent  x-\-y 
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Mais  fouftrayant  ixy ,  il  refte  xx — ixy 
^yy  =  «  —  im  ^  d'où  Ton  tire  x  — y 
=  y  n  —  zm  ;  on  aura  donc  xzzz  ^  y /2+  im 

^-■\/n—imyScy=^-\/n-^im—^\/n—im» 

684. 

3°.  On  cherche  deux  nombres  tels  que 
leur  produit  :=  3  5  ,  &  la  différence  de  leurs 
quarrés  =:z2j^. 

Soit  le  plus  grand  des  deux  nombres  =x 
&  le  plus  petit  =y ,  on  aura  les  deux  équa- 
tions ATj/nr  3  5  ,  &  xx  — yy  =  24  ;  &  les 
mêmes  avantages  n'ayant  pas  Heu  ici ,  on 
procédera  par  la  voie  ordinaire.  La  pre- 
mière équation  donne  jy=j-,  &,  en  fubf^ 
tituant  cette  valeur  de  jy  dans  la  féconde, 
on  a  XX  —  ^-^^  =1^14,  Multipliant  par  xx^ 
on  a  X*  —  iiifjz=24xXy  &  x*  =  i4xx 
'-|-iii5.  Or  le  fécond  membre  de  cette 
équation  étant  affeclé  du  {îgne  -j- ,  on  ne 
pourra  pas  faire  ufage  de  la  formule  donnée 
ci-defTus,  parce  que  ce  étant  = — 12z 5  , 
c  deviendroit  imaginaire. 
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Qu'on  fafîe  donc  xx^=i ,  on  aura  i:^ 
:=24{-j-i22  5  ,  d'où  l'on  tire  ^=ii 
+  V  144-I-1225 ,  ou  ;^=i2+37  j  par  con- 
féquent  xx^ii+'^j ^  c'eft-à-d.  ou  =^49 
ou  = — 25. 

Si  on  adopte  la  première  valeur ,  on  a 
x  =  7  &  7—5. 

Si  on  adopte  la  féconde  valeur ,  on  a 

—  49. 

685. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  la 
queftion  fuivante. 

4®.  On  cherche  deux  nombres  tels  qu'il 
y  ait  égalité  entre  leur  fomme ,  leur  pro- 
duit &  la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soit  X  le  plus  grand  des  deux  nombres , 
&  y  le  plus  petit  ;  il  faudra  que  les  trois 
formules  qui  fuivent  foient  égales  entre 
elles:  I.)  la  fomme  x-\-y j  IL)  le  pioduit 
xy  ;  III.)  la  différence  des  quarrés  xx — yy. 
Si  l'on  compare  la  première  avec  la  fe- 
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conde,  on  a  x-\-yz=:^xy  ^  ce  qui  donnera 
une  valeur  de  x  ;  car  on  aura  y=^xy — x 
^=^^iy  —  0>  ^  -^^-z-,-  Par  conféquent 
^-\-y=fri  ->  ^  ^y— -—  )  c'eft-à-dire  que 
la  fomme  eft  en  effet  égale  au  produit  j 
&  c'eft  à  quoi  doit  être  égale  aufli  la  dif- 
férence des  quarrés.  Or  on  a  xx — y  y 
^yji^r  —JJ=~:~^  h  faifant  donc  ceci 
égal  à  la  quantité  trouvée  -^^ ,  on  a  ^ 
=^~~rh  divifant  par  jj  ,  ü  vient  ^^^ 
==^r^;  multipliant  par  (jK—i)%  on  a 
y —  I  = — yy~\~'^y  i  par  conféquent  j'j)^=y 
+  1.  Cela  donne  jr^l+y^i+i  =:=  i 
+  y  1^  ouj^=^-Y^  ,   &   on   aura  donc  x 

Pour  chafler  la  quantité  fourde  du  dé- 
nominateur, on  multipliera  les  deux  termes 
par  y  5-J-1  ,  &  on  obtiendra  x-=.^-^^~^ 

Réponfe.  Le  plus  grand  des  nombres 
cherchés  ^  ou  x ,  =^-^  ;  &  le  plus  petit, 
y,  =^ip.    Ainfî  leur  fomme  X'^y=z 
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^-^y  y<i  leur  produit  xy::I^^^-\/ ^  ;  &  puif- 
que  xxz=P-^^^  ^  Si  yyz=z^jïp^  on  a  aufîi 
la  différence   des   quarrés   xx — yyz^z 

686. 

Comme  cette  folution  étoit  affez  longue, 
il  fera  bon  de  faire  remarquer  qu'on  peut 
l'abréger.  Qu'on  commence  par  faire  la 
fomme  ^-|-jk  égale  à  la  différence  des 
quarrés  xx — jy ,  on  aura  x-\-yz=^xx — yy  y 
&  divifant  par  x-\-y ,  à  caufe  de  xx — yy 
=.{x-^y){x — y)  ^  on  trouve  iz^x — y 
Se  x=zy-^i.  Par  conféquent  x-^yz=:iy 
-|-i  ,  &  XX — yyz=ziy-^i  j  de  plus  le  pro- 
duit xy  ou  yy-\-y  devant  être  égal  à  la 
même  quantité,  on  a  yy-\-yz=zy-^i  , 
ou  yy=zy-^i  ,  ce  qui  donne  ,  comme  ci- 
deffus,jy^^-^, 

687. 

5®.  La  queftion  précédente  nous  conduit 
à  confidérer  encore  celle-ci:  Trouver  deux 
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nombres  tels ,  qu'il  y  ait  égalité  entre  leur 
fomme  ,  leur  produit  &  la  fomme  de  leurs 
quarrés. 

Nommons  x  &  y  les  nombres  cherchés; 
il  faut  qu'il  y  ait  égalité  entre  \.)x'\~y  ^ 
■\\.)xy,  &  m.)xxJ(-yy. 

Comparant  la  première  &  la  féconde 
formule ,  nous  avons  x-^y=ixy ,  d'où  nous 
tirons  ;c:=:-^  •  par  conféquent  xy  ou  x-\-y 
:=^.  Or  la  même  quantité  équivaut  à 
xx-\-yy  ,  ainfi  nous  avons  _^^  ^  "^yj 
=^~[*  Multipliant  par  yy — ly-j-i  ,  le 
produit  eft  y*  —  ly'  +  iyy=y'  —y y , 
ou  y*==^  }y^  —  }yy  y  &  en  divifant  par 
yy,  nous  a.Y  ons  yy^-^y — 3  ;  ce  qui  donne 

y^^lilVl  —  3=^^^*^"^  ;  par  conféquent 
y_i^i±^,  d'où  réfulte  xz=^-^:^^^',  & 
en  multipliant  les  deux  termes  par  i  — »/— 3 , 
le  réfultat  eft  ;cz=:::^~"^"^ou  ^~'^~^ . 

Réponfe,  Donc  les  deux  nombres  cher- 
chés font  x^^-^,  &  j^~5^  ^  leuj. 
fomme  eil  x-\-y='^  ,  leur  produit  xy^:'^  ; 
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enfin,  puifque  xxc=i'^  ^^  ^  Szyy^.^^'^^  V, 
la  fomme  des  quarrés  xx-\-yy=^'^, 

688. 

On  peut  abréger  confidérablement  ce 
calcul  par  un  artifice  particulier  ,  qui  eft 
applicable  aufli  dans  d'autres  cas.  Il  con- 
fiée à  exprimer  les  nombres  cherchés  par 
la  fomme  &  par  la  différence  de  deux 
lettres ,  au  lieu  de  les  indiquer  par  des 
lettres  fimples. 

Qu'on  fuppofe  ,  dans  notre  dernière 
queftion ,  l'un  des  nombres  cherchés  :=r^ 
^^,  &  l'autre  =:zp  —  q  ,  leur  fomme  fera 
2/?,  leur  produit  fera  pp  —  qq,  &  la  fomme 
de  leurs  quarrés  fera  ^=ipp-\-iqq ,  &  ces 
trois  quantités  doivent  être  égales  entr'elles. 
Egalant  d'abord  la  première  à  la  féconde, 
on  a  ip=ipp-^qq  ^  ce  qui  donne  qq^pp^ip, 
Subflituant  cette  valeur  de  qq  dans  la  troi* 
fîeme  quantité  ,  &  comparant  le  réfultat 
j^pp — 4/?  avec  la  première  ,  on  a  ip:=zj^pp 
— 4P ,  d'où  l'on  tire  p=^i» 
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Par  conféquent  qq  = — ^,  &^=^^  ; 
de  forte  que  les  nombres  que  nous  cher-^ 
chons  Çont p-^q=  '-^ ,  ßcp-^q=l^^ 
comme  nous  les  avons  trouvés  ci-deffus. 


CHAPITRE     IX. 

De  la  nature  des  Equations  du  fécond  degrés 

689. 

V_yN  a  vu  fuffifamment  par  ce  qui  pré- 
cède ,  que  les  équations  du  fécond  degré 
font  réfolubles  de  deux  manières ,  &:  cette 
propriété  mérite  à  tous  égards  d'être  exa- 
minée ,  parce  que  la  nature  des  équationà 
d'un  degré  fupérieur  ne  peut  que  recevoit 
par-là  beaucoup  de  jour.  Nous  remonte- 
rons donc  avec  plus  d'attention  aux  caufes 
qui  font  que  toute  équation  du  fécond  degré 
admet  une  double  folution  ;  elles  renfer- 
ment indubitablement  une  propriété  elTen- 

tielle  de  ces  équations* 

6^90* 


i 
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690. 

Il  eft  vrai  que  nous  avons  déjà  vu  que 
cette  double  folution  provient  de  ce  que 
la  racine  quarrée  d'un  nombre  quelconque 
peut  être  prife ,  foit  pofitive ,  foit  négative  ; 
cependant ,  comme  ce  principe  ne  s'appli- 
queroit  pas  aiîement  à  des  équations  dé 
dimenfîons  plus  hautes  ,  il  fera  bon  de  dé- 
velopper clairement  la  même  propriété 
encore  d'une  autre  manière.  Nous  pren- 
drons pour  exemple  Féquation  du  fécond 
degré,  xati^i  ix —  35,  &  nous  donnerons 
une  nouvelle  raifon ,  par  laquelle  cette  équa- 
tion efl:  réfoluble  de  deux  façons ,  en  ad- 
mettant pour  X  les  deux  valeurs  5  &  7  qui 
lui  fatisfont  également. 

691. 

Il  eft  plus  convenable  pour  notre  hni^ 
de  commencer  par  tranfpofer  les  termes 
de  l'équation ,  de  manière  qu'un  des  mem- 
bres devienne  o  -,  cette  équation  prend  par 
Tome  /.  Ö  Q 
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conféquent  îa  forme  xx — i2x-f-3ç:=:o, 
&  il  s'agit  à  préfent  de  trouver  un  nombre 
tel  que  ,  {i  on  le  fubllitue  à  a*  ,  la  formule 
XX — i2x-|-3  5  fe  réduiie  effe6Hvement  à 
rien;  il  fera  queftion  après  cela  de  montrer 
pourquoi  cela  peut  fe  faire  de  deux  ma- 
nières. 

692. 

Or  le  tout  confiile  ici  à  faire  voir  avec 
clarté  ,  qu'une  quantité  de  la  forme  xx 
—  1 2Jc-|-3  5  peut  être  envifagée  comme  le 
produit  de  deux  fafteurs  ;  ainfî  en  effet  la 
formule  dont  nous  parlons  eft  compofée 
des  deux  faéteurs  {x—<Ç),{x—j).  Car  puifque 
cette  quantité  doit  fe  réduire  à  o ,  il  faut 
aufii  que  le  produit  {x — 5). (a: — 7)=:oj 
mais  un  produit  ,  de  quelque  nombre  de 
facteurs  qu'il  foit  compofé ,  devient  =0, 
lors  même  qu'un  feul  de  ces  fafteurs  fe 
réduit  à  o  ;  c'eil  un  principe  fondamental 
auquel  il  faut  faire  attention ,  fur- tout  quand 
il  s'agit  d'équations  de  plufîeurs  degrés. 
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693. 

On  comprend  donc  aifément ,  que  lè 
produit  {x — '))'{x — 7)  peut  devenir  o  dé 
deux  façons  :  l'une  ,  quand  lé  premier  fac- 
teur X — 5^=0  j  l'autre^  quand  le  fécond 
facteur  x  —  7=^0.  Dans  le  premier  cas 
.r^::::^  ,  dans  l'autre  cas;cr=7.  La  raifon  efl 
donc  très- claire  ,  pourquoi  une  telle  équa- 
tion XX  —  î2;^-)-35:=i:o,  admet  deux  fo- 
îutions  ;  c'eft-à-dire,  pourquoi  on  peut 
affigner  pour  x  deux  valeurs  qui  fatisfont 
également  à  l'équation.  Cette  raifon  fon- 
damentale confifte  en  ce  que  la  formulé 
XX — 1 2x-|-3  5  peut  être  repréfentée  par  lé 
produit  de  deux  fafteurs. 

694. 

Les  mêmes  circonil:ances  fe  retrouvent 
dans  toutes  les  équations  du  fécond  degré. 
Car ,  après  avoir  porté  tous  les  termes  d'url 
même  côté  ,  on  ne  manque  jamais  de  par- 
venir à  une  équation  de  la  forme  xx — ax 

O  o  ij 
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-|-/^r=o  5  &  cette  formule  peut  toujours 
être  regardée  pareillement  comme  le  pro- 
duit de  deux  fadeurs  y  que  nous  repréfen- 
teroTis  par  (x — p)x — q  ,  fans  nous  embar- 
rafTer  quels  nombres  font  les  valeurs  de/? 
&  de  q.  Or  ce  produit  devant  être  =0 
par  la  nature  de  notre  équation ,  il  eft  clair 
que  cela  peut  arriver  de  deux  manières: 
en  premier  lieu ,  lorfque  x:=.p  ;  &  en  fé- 
cond lieu,  lorfque  x=q ^  &  ce  font-là  les 
deux  valeurs  de  x  qui  fatisfont  à  l'équation. 

095. 

Voyons  maintenant  de  quelle  nature 
doivent  être  ces  deux  fadeurs ,  pour  que 
la  multiplication  de  l'un  par  l'autre  repro- 
duife  exadement  notre  formule  xx — ax 
~^h.  Nous  trouvons ,  en  les  multipliant  réel- 
lement,  XX  —  {p-\-^)x-\-p^  p  or  cette 
quantité  doit  être  la  même  chofe  que  xx 
• — ax-\~b  ,  il  faut  donc  évidemment  que 
■p-^q:=^a ,  &  pq^=.b,  Ainfi  nous  apprenons 
cette  propriété  bien  remarquaWe  ^  que  dans 
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toute  équation  de  la  forme  xx — ax-^-'h^^Oy 
les  deux  valeurs  de  x  font  telles  que  leur 
fomme  efl  égale  à  a ,  &  leur  produit  égal 
à  ^  y  d'où  il  fuit  que  ,  dès  qu'on  connok 
Tune  des  valeurs ,  on  trouve  au/îi  l'autrs 
facilement. 

696. 

Nous  venons  de  confidérer  le  cas  oii  les 
deux  valeurs  de  x  font  pofîtives ,  &  qui 
exige  que  le  fécond  terme  de  Téquation 
ait  le  figne  — ,  &  que  le  troilieme  terme 
ait  le  figne  -\-,  Confidérons  donc  auffi  les 
cas  dans  lefquels  foit  l'une  ou  toutes  les  deux 
valeurs  de  x  deviennent  négatives.  Le  pre- 
mier de  ces  cas  a  lieu,  lorfque  les  deux 
facleurs  de  l'équation  donnent  un  produit 
de  cette  forme  {x — p){x-\-q) ;  car  alors 
les  deux  valeurs  de  x  font  xz=p  &  x=:z — q; 
l'équation  elle-même  devient  xx-^{q — p) 
x—pq-=zQ  ;  le  fécond  terme  a  le  (igné  -j- , 
quand  q  eft  plus  grand  que  /? ,  &:  le  iigne 
— ,  quand  q  ç.9i  plus  petit  que/?  y  enfin  le 
troiiieme  terme  eft  toujours  négatif. 

O  o  ii^ 
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Le  fécond  cas ,  où  les  deux  valeurs  de 
X  font  négatives ,  a  lieu ,  lorfque  les  deux 
fafîeurs  font  (x-]-/?)  (x-|-^)  y  car  on  a 
x=^—p  Se  x=:: — ^y  l'équation  elle-même 
devient  xx-^(p-^<^)x^pq=:^o ,  où  le 
fécond  comme  le  troiiieme  terme  font  af- 
fe6lés  du  figne  -p. 

697. 

Les  fîgnes  du  fécond  Se  du  troifîeme 
terme  nous  font  connoître  par  conféquent 
la  qualité  des  racines  d'une  équation  quel- 
conque du  fécond  degré.  Soit  l'équation 
xx„.,ax..,»b=zo:  ü  le  fécond  Se  le  troi- 
sième terme  ont  le  figne  + ,  les  deux  valeurs 
de  X  font  négatives ,  ü  le  fécond  terme  a 
le  fîgne  —  ,  &  que  le  troifîeme  terme  ait 
^ ,  les  deux  valeurs  font  pofitives  ;  enfin  , 
fi  le  troiiieme  terme  affefte  de  même  le 
figne  — ,  une  des  valeurs  en  queftion  eft 
pofitive.  Mais  dans  tous  les  cas  au  refi:e  le 
fécond  terme  contient  la  fomme  des  deux 
valeurs ,  ^^{.  le  troifieme  ternie  contient  leur 
produit. 
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698. 

On  trouvera  très-facile  ,  après  ce  qui  a 
été  dit ,  de  former  des  équations  du  fécond 
degré  qui  renferment  deux  valeurs  données 
à  volonté.  On  demande ,  par  exemple ,  une 
équation  telle  que  l'une  des  valeurs  de  x 
foit  7 ,  &  que  l'autre  foit  —  3.  Qu'on  forme 
d'abord  les  équations  (impies  x:=zj  &:  x 
z=z — 3  ;  enfuite  de-là  celles-ci,  at— 7^1=0 
&  x-|-3:==;o  ,  on  aura  de  cette  manière 
les  fa8:eurs  de  l'équation  cherchée ,  laquelle 
devient  par  conféquent  xx — 4X — 2î::i=:o. 
Aufli  en  appliquant  ici  la  regle  donnée  plus 
haut ,  trouve-t-on  les  deux  valeurs  de  x 
fuppofées  ;  car  fî  xA::=:r4A:-j-2i  ,  on  a  a: 
z=:i-h\/i^z=i+^  ,  c'eil-à-dire  x=zrj ^  ou 
x==^ —  3. 

699. 

Il  peut  arriver  aufTi  que  les  valeurs  de 
x  deviennent  égales  :  qu'on  cherche ,  par 
exemple ,  une  équation  où  ces  deux  vaieufS' 
foient::^  5 ,  les  deux  fa6^eurs  feront  {x — 5} 

O  0  iv 
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{x — 5),  &  l'équation  cherchée  fera  xx- 
—  iox-\~i^=::o.  Dans  cette  équation  x 
paroît  n'avoir  qu'une  valeur  ;  mais  c'eft  que 
X  le  trouve  doublement  n=  5  ,  comme  la 
folution  ordinaire  le  fait  voir  pareillement; 
car  on  a  xx^^zziox — 25  ;  donc  x^=:<j+\/o 
=  5+0,  c'eft- à-dire  que  x  eft  de  deu?ç 
façons  =5. 

700. 

Un  cas  remarquable  fur-tout ,  &  qui  arr 
rive  quelquefois  ,  c'eft  celui  oii  les  deux 
valeurs  de  x  deviennent  imaginaires  ou  im- 
pofTibles  ',  car  il  eft  tout-à-fait  impoffiblç 
alors  d'afligner  pour  x  une  valeur  telle 
qu'elle  fatisfafîe  à  l'équation.  Qu'on  fe  pro- 
pofe ,  par  exemple ,  de  partager  le  nom- 
bre i  G  en  deux  parties .,  telles  que  leur  pro- 
duit foit  30;  (î  on  nomme  x  une  de  ces. 
parties  ,  l'autre  fera  ^==  i  o — x ,  Se  leur  pro^ 
duit  fera  lox — xx=}0;  donc  ;\;::\r=zioA; 
• — 30,  &  x=:=:'j+%/—<^ ,  ce  qui  eft  un  nom- 
bre imaginaire  qui  apprend  que  la  queftioU; 
eft  impoiilble. 
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701. 

ïl  eft  donc  très-important  de  trouver  un 
fîgne  auquel  on  puifle  reconnoître  fur  le 
champ  fi  une  équation  du  fécond  degré 
çft  poffible ,  ou  fi  elle  ne  l'efi:  pas. 

Reprenons  l'équation  générale  xx — ax 
.-j-^:r=o,  nous  aurons  xx=^ax — b ,  &  x 
t=z^a  +  \/~aa—6.  On  voit  par- là  que  fi  If 
eft  plus  grand  que^aa,  ou  4<^  plus  grand 
que  aa,  les  deux  valeurs  de  x  deviennent 
toujours  imaginaires ,  vu  qu'il  s'agiroit  d'ex- 
traire la  racine  quarrée  d'une  quantité  né- 
gative 5  &  au  contraire ,  que  fi  ^  efl  plus 
petit  que^aa,  ou  même  plus  petit  que  o^ 
c'efi:  à-dire  que  ce  foit  un  nombre  négatif, 
les  deux  valeurs  feront  pofîibles  ou  réelles. 
Au  refi:e  ,  qu'elles  foient  réelles  ou  qu'elles 
foient  imagmaires  ,  il  n'en  efl:  pas  moins 
vrai  qu'on  pourra  toujours  les  exprimer, 
&  qu'elles  ont  aufîî  toujours  la  propriété 
que  leur  fomme  eft  =:a,  &  leur  produit 
ç=^.  Dans  l'équation  xx — 6x^^-1 0:^:^0  y 
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par  exemple ,  la  fomme  des  deux  valeurs 
de  X  doit  être  =6  ^  &  le  produit  de  ces 
deux  valeurs  doit  être  .=  10;  or  ^n  trouve , 

quantités  dont  la  fomme  :=6,  &  le  pro- 
duit r=io. 

702.. 

Le  cara61ere  que  nous  venons  de  trouver 
peut  s'exprimer  d'une  manière  encore  plus 
générale ,  &  de  façon  à  pouvoir  même  être 
appliqué  aux  équations  de  cette  forme , 
fxx-\-gx~^hz=o  •  car  cette  équation  donne 
^— +f-|^&  x=+i  +  v'f=f,  ou 
^-_,+g+v/gg-4^/.  ^^'q^  i'^^j^  infère  que  les 

^^  ... 

ceux  valeurs  font  imaginaires  ,  &  par  con- 

féquent  l'équation  impofîible ,  quand  ^fk 
cil  plus  grand  que  gg;  c'eft-à-dire,  lorfque 
dans  l'équation  fxx — gx-\-h:i^o ,  le  qua- 
druple du  produit  du  premier  &  du  dernier 
terme  furpaffe  le  quarre  du  fécond  terme , 
car  ce  produit  du  premier  &  du  dernier 
terme ,  pris  quatre  fois ,  ell  ^fhxx ,  &  le 
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^quarre  du  terme  moyen  efl  ggxx  ;  or  fî 
4fhxx  eft  plus  grand  que  ggxx ,  4/A  eft 
auiîi  plus  grand  que  gg  ,  &  dans  ce  cas 
l'équation  eft  évidemment  impofîible.  Dans 
tous  les  autres  cas  l'équation  eft  poffible ,  & 
on  peut  afligner  deux  valeurs  réelles  pour  x; 
il  eft  vrai  que  fouvent  elles  deviennent  ir- 
rationnelles ;  mais  nous  avons  vu  plus  haut 
que  dans  ces  cas  on  ne  laifle  pas  de  pouvoir 
les  connoître  en  approchant  autant  qu'on 
veut  ;  au  lieu  qu'aucune  approximation  ne 
fauroit  avoir  lieu  pour  les  expreflions  ima- 
ginaires,  telles  que  y  —  5  ;  car  100  eft 
aufîi  éloigné  d'être  la  valeur  de  cette  ra- 
cine ,  que  l'eft  i  ou  un  autre  nombre  quel- 
conque, 

703. 

Nous  avons  encore  à  faire  remarquer 
qu'une  formule  quelconque  du  fécond  de- 
gré, xx+ax-^b  ^  eft  toujours  nécefîaire- 
ment  réfoluble  en  deux  faéleurs ,  tels  que 
ix+p){x+q).  Car  fi  l'on  prenoit  trois 
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fa6leurs  pareils  à  ceux-là  ,  on  parviendroit 
à  une  quantité  du  troifieme  degré ,  &  en 
ne  prenant  qu'un  feul  fafteur  pareil ,  on 
ne  pafTeroit  pas  le  premier  degré. 

C'eft  donc  un  point  qui  efl  au-defîusde 
toute  conteftation ,  que  toute  équation  du 
fécond  degré  renferme  néceflairementdeux 
valeurs  de  x ,  &  qu'il  ne  peut  y  en  avoir 
moins  ou  davantage. 

704-  . 

Nous  avons  déjà  vu  que  quand  on  a 
trouvé  les  deux  fafteurs ,  on  connoît  aufîi 
les  deux  valeurs  de  a:  ,  vu  que  chaque  fac- 
teur donne  une  de  ces  valeurs ,  quand  on 
le  fuppofe  r=o.  L'inverfe  a  lieu  pareille- 
ment ,  c'efl-à-dire  que  dès  qu'on  a  trouvé 
une  valeur  de  x ,  on  connoît  auflî  un  des 
fa6leurs  de  l'équation  j  car  fi  x:=zp  indique 
une  des  valeurs  de  x  dans  une  équation 
quelconque  du  fécond  degré ,  x — p  efr  un 
des  faéleurs  de  cette  équation  ;  c'eft-à-dire 
que  tous  les  termes  ayant  été  portés  du 


1 

înême  côté  ,  l'équation  eft  divifîble  par 
X — p ,  &  qui  plus  eft ,  le  quotient  exprime 
l'autre  faéleur. 

705. 

Soit  donnée ,  pour  éclaircir  mieux  cô 
que  nous  venons  de  dire  ,  l'équation  xx 
'^4x — 21=^0,  de  laquelle  nous  favons 
que  Jt=^3  efl  une  des  valeurs  de  x ,  parce 

que  3  .  3  4"4 •  3  —  ^ ^  ^^^^  j  ^^^^  "°"S  ^-^i^ 
juger  que  x- — 3  eft  un  des  fafteurs  de  cette 
équation ,  ou  que  xx^j^x — 2 1  efl:  divifîble 
par  X — 3  ,  &  en  effet  la  divifîon  fuivante 
Je  fait  voir. 

X — 3)  ;ï'jr-]-4A:  — 2 1  {x-\-y 

XX — 3JC 

'JX 21 

JX 21 


O. 

Ainfî  l'autre  fa6leur  eft  x-^-j ,  Se  notre 
équation  fe  répréfente  par  le  produit  (-t-— 3) 
(a:-]-7)  =  0  5  d'où  s'enfuivent  immédiate- 
ment les  deux  valeurs  àe  x ,  le  premier 
fa6teur  donnant  :v=3,  &  l'autre  fadeur 
donnant  x=, — 7. 


i 


ß 
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CHAPITRE    X. 

Des  Equations  pures  du  trolfieme  degrés 

706. 


o 


N  dit  d'une  équation  du  troifieme  de-^ 
gré,  qu'elle  q^  pure  y  lorfque  le  cube  de 
la  quantité  inconnue  eft  égal  à  une  quan- 
tité connue  ,  fans  que  ni  le  quarre  de  l'in- 
connue ni  l'inconnue  même  fe  trouvent  dans 
l'équation. 

x'^  z=zii<^ ,  ou  plus  généralement  a:' =:^^ 
x^z=:^^^  font  des  équations  de  ce  genre, 

707. 

11  eil  clair  comment  on  doit  tirer  la  va- 
leur de  X  d'une  telle  équation  ,  vu  qu'on 
n'a  befoin  que  d'extraire  des  deux  côtés  la 
racine  cubique.  L'équation  j^^  ^=1 25  donne 

a:=  5 ,  l'équation  x^  =:^a  donne  x=^\/a^ 

&  l'équation  :v'=J donne  ;v=v^^,  ou  ;^ 


i 

Va 
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s=:  — .  Il  fufiir  donc  quon  ait  appris  à  ex-* 

traire  la  racine  cubique  d'un  nombre  pro- 
pofé ,  pour  qu'on  foit  en  état  de  réfoudre 
de  femblables  équations. 

708. 

On  n'obtient  de  cette  matière  qu'une 
feule  valeur  pour  x  -,  cependant  toute  équa- 
tion du  fécond  degré  ayant  deux  valeurs, 
on  efl:  fondé  à  foupçonner  qu'une  équation 
du  troifieme  degré  a  pareillement  plus  d'une 
valeur  ;  il  vaudra  donc  la  peine  d'appro-* 
fondir  la  chofe ,  &:  en  cas  qu'on  trouve 
qu'une  telle  équation  doit  avoir  plufieurs 
valeurs  pour  jc  5  de  déterminer  ces  valeurs* 

709. 

Confidérons  ,  par  exemple  ,  réquatîort 
x'  ^-  8  ,  dans  la  vue  d'en  conclure  tous 
les  nombres  dont  le  cube  eft  8.  Comme 
x:=z  2  eft  fans  contredit  un  tel  nombre  ,  il 
faut,  d'après  le  Chapitre  précédent ,  que 
la  formule  ^'  •--  8  :=  o ,  foit  nécelTairemenÊ 
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divifîble  par  x — 2.  Faifons  donc  cette  di- 
vi(ion  : 

X — 2)  ^'  —  8     {xx-^ix-\-4 


x^  "—  ixx 


2tXX 0 

IXX J^X 

4x — 8 
4xS 

o. 

îl  s'enfuit  que  notre  équation  x^  — 8=â 
peut  fe  repréfenter  par  ces  fa6leurs-ci: 

{x—2)(^XX-\-lX-\-4):=0é 

710. 

Orlaqueflion  eu.  de  fa  voir  quel  nombre 
on  doit  fubftituer  à  la  place  de  x,  pour  que 
Ar'  =  8  ,  ou  que  x^  — 8:=:o  j  &  il  eft  clair 
qu'on  fatisfait  à  cette  conditioi^  -en  fuppo- 
fant  =0  le  produit  que  nous  venons  de  trou- 
ver j  mais  cela  arrive  non-feulement  quand 
le  premier  fa6leur  x — 2=0 ,  d'où  réfulte 
x=:x^  mais  aufli  quand  le  fécond  faâ:eui? 

XX 
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^-;^;_j_2A:-j~4=::o.  Qu'oîi  faffe  donc  xx~\-ix 
*-\-^:z=:o  ,  on  aura  xx:::::^ — ix- — 4  ,  &  de-là 

Jf:=r  —  liV"- 3- 

711, 

Outre  le  cas  donc  où  x=zi,  qui  fatif- 
fait  à  l'équation  x^  =zH  ,  nous  avons  en- 
core pour  X  deux  autres  valeurs  dont  les 
cubes  font  pareillement  8  ,  &  qui  font: 
L)x=—i+y—}  ,  &  ll.)x=.-i-y^~x. 

On  n'en  doutera  plus  ,  (i  on  prend  les 
cubes  efFeâ:ivement  comme  nous  allons 
faire  : 


— 1+  v/     3 

— 1+  v/     3 

—I       1/     } 

1-  V/-3 
—  v/     3     3 

•+  y"    5 

— 2 — 2v/— ^3  quarre 
— 1+  v/     3 

2+V— î 

'       v/     3 

2+^*/     3 
— 2v/— 3+6 

8       cube. 
Tome  /, 

2     îv/    3 

+2ï/— 3-f<î 

8. 
Pp 

L 
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Il  eil  vrai  que  ces  deux  valeurs  font  ima« 
ginaires  ou  impofîibles  ;  mais  elles  méritent 
cependant  qu'on  y  fafîe  attention. 

7  I  2* 

Ce  que  nous  venons  de  voir  a  lieu  en 
général  pour  toute  équation  cubique  ,  telle 
que  x'^  :z=a  i  on  trouvera  toujours  outre  la 

valeur  xz=z\/a^  encore  deux  autres  valeurs. 

Qu'on  fuppofe ,  pour  abréger ,  y  a  z=  c ,  de 
forte  que  a:=:c^ ,  notre  équation  prendra 
cette  forme ,  x^  — c'  ^=o,  qui  fera  divifible 
par  X  —  c  y  comme  la  divißon  effedive  le 
fait  voir  : 

X C^X^  C^  (^XX-\-CX'\-CC 


x' 

—  cxx 

cxx—c^ 

' 

cxx  —  ccx 

ccx — c' 

CCX-r-C^ 

o. 
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Par  conféqiient  l'équation  en  queftion 
peut  être  repréfentée  par  le  produit  {x — c) 
{xx-\-cx-\-cc)=:^o  ,  qui  eft  en  effet  =o, 
non- feulement  lorfque  x — c=o  ^  ou  x=zc , 
mais  aufTi  quand  xx-\-cx-\-ccz=^q.  Or  cette 
formule  contient  deux  autres  valeurs  de  jf>- 
car  elle  donné  xx=. — ex — ce,  & x=^  —  ^ 


ce,  ou  .r^zi:    -^  ■     ^  ceit-a-ûire^ 


;t  :::=  If^fllzl  :::=  :ii^-^ .  C, 


713. 

Or  comme  c  avoit  été  mis  à  la  place 

^e  \  a ,  nous  en  inférons  que  toute  équa- 
tion du  troißeme  degré  ,  de  la  forme  x^ 
z=:a ,  fournit  trois  valeurs  pour  x  exprimées 
de  la  manière  fuivante  : 

L)x=:^a,  ll.)x=~'^^''^  ,ya^ 

On  voit  par- là  que  chaque  racine  cubi- 
que a  trois  différentes  valeurs  ;  mais  qu'une 
feule  eil  réelle  ou  pplfibie,  les  deux  autres 

*■    pp  ij 


■59<^  E  L  é  M  E  N  s 

«tant  impojfîibles.  Cela  eft  d'autant  plus  à 
remarquer ,  que  toute  racine  quarrée  a  deux 
.-valeurs,  &  que  nous  verrons  plus  bas  qu'une 
-racifie  bi- quarrée  a  quatre  valeurs  diffé- 
rentes ,  qu'une  racine  cinquième  a  cinq 
valeurs ,  &  ainfi  de  fuite. 

Il  eft  vrai  que  dans  les  calculs  ordinaires 
on  n'emploie  que  la  première  de  ces  trois 
valeurs ,  parce  que  les  deux  autres  font 
imaginaires  ;  c'eft  ce  que  nous  confirme- 
rons par  quelques  exemples. 

714. 

Première  queflion.  Trouver  un  nombre 
tel  que  fon  quarre  multiplié  par  fon  quart 
■produife  432. 

Que  AT  foit  ce  nombre ,  il  faut  que  le 
produit  de  xx  multiplié  par  ^  x  foit  égal  au 
nombre  432,  c'efl-à-dire  que-;»c':=:432, 
&  que  x^  z=:  1728.  Qu'on  extraie  la  racine 
cubique ,  on  aura  x=i  2. 

i^e^o;2/è.  Le  nombre  cherché  eft  1 2  j  car 
fon  quarre  144,  multiplié  par  fon  quart  ou 
par  3  3  donne  432. 
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715. 

Seconde  queflion.  Je  cherche  un  nombre^ 
tel ,  qu'en  divifant  fa  quatrième  puiilance 
par  fa  moitié  ,  &  en  ajoutant  14^  au  pro- 
duit ,  il  me  vienne  1 00. 

Je  nommerai  ce  nombre  x  ;  fa  quatrième 
puiffance  fera  x^  ;  divifant  par  la  moitié ^.r, 
j'ai  2x^ ,  &  il  faut  qu'en  ajoutant  14^,  la 
fomme  foit  100  5  j'ai  donc  zx^-\-\^~ 
\  :=ioo;  fouftrayant  14-,  ilrelîe  2^:'=:=— ^; 
divifant  par  2,  j'ai  jt^  ;=:^-|^,  &  prenant  la 
racine  cubique  ,  j'obtiens  enfin  x-=~^-, 

716. 

Troîfieme  queflion.  Quelques  Capitaines 
fe  trouvent  en  campagne  ;  chacun  com- 
mande à  trois  fois  autant  de  Cavaliers ,  & 
à  vingt  fois  autant  de  Fantafîins  qu'ils  font 
de  Capitaines.  Un  Cavalier  reçoit  chaque 
mois  pour  fa  paye  autant  de  florins  qu'il  y 
a  de  Capitaines  ,  &  chaque  Fantafiin  reçoit 

Pp  iij 
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la  moitié  de  cette  paye  ;  la  dépenfe  totale 
par  mois  eft  de  13000  florins  j  on  demande 
combien  il  y  a  de  Capitaines  ? 

Soit  X  le  nombre  cherché  ,  chaque  Ca- 
pitaine aura  fous  lui  3^  Cavaliers  &  lox 
Fantaflins.  Ainfi  le  nombre  total  des  Ca- 
valiers eft  T^xx  ^  &  celui  des  Fantafîîns  eft 
xoxx.  Or  chaque  Cavalier  recevant  par 
piois  X  florins ,  &  chaque  Fantaflln  rece- 
vant \x  flor.  la  paye  des  Cavaliers  ,  à  cha- 
que mois  ,  fe  monte  à  3;^' ,  &  celle  des 
Fantaflins  eft  ioj^'  :  ils  reçoivent  donc  tous 
enfemble  i  3  x^  flor.  &  cette  fomme  doit 
équivaloir  à  1 3000  florins  ;  on  a  donc  1 3  jc' 
=13000,  ou  x^  :=iooo,  &  a:=io,  nom" 
bre  cherché  des  Capitaines. 

717. 

Quatrième  queflion.  Quelques  Négocians 
entrent  en  fociété  ,  &  chacun  contribue 
cent  fois  autant  qu'il  y  a  d'Afl^ociés  ;  i!s  en- 
voient un  Fafteur  à  Venife  pour  faire  valoir 
ce  capital  ,    ce  Fafteur  gagne  pour  cent 
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fequins  deux  fois  autant  de  Tequins  qu'il  y 
a  d'Intérefîes ,  &  il  revient  avec  2662  fe- 
quins de  profit  j  on  demande  le  nombre  . 
des  AfTociés? 

Si  ce  nombre  efl  fuppofé  =;t^ ,  chacun 
des  Négocians  affociés  aura  fourni  100  a: 
fequins  ,  &  le  capital  entier  aura  été  dé 
looATjj;  fequins;  or  le  profit  étant  de  zx 
pour  100,  le  capital  aura  rapporté  2x^; 
ainfi il  faut  faire  ix'^  =  1661^  ou  x^  =1331; 
cela  donne  at^^i  i  ,  &  c'çfl  le  nombre  des 
AfTociés. 

718. 

Cinquième  queflion.  Une  Payfanne  échan- 
ge des  fromages  contre  des  poules,  à  raifcin 
de  deux  from.ages  pour  trois  poules  ;  ces 
poules  pondent  chacune  ^  autant  d'oeufs 
qu'il  y  a  de  poules  ;  la  Payfanne  vend  au 
marché  neuf  œufs  pour  autant  de  fous  qae 
chaque  poule  a  pondu  d'œufs ,  &  elle  tire 
72  fous  ;  on  demande  combien  de  fromages^ 
elle  a,  échangé  ? 

Pp  iv 
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Soit  ce  nombre  des  fromages  =:x  ,  ce- 
lui des  poules  que  la  Payfanne  aura  reçues 
en  échange  rera=:^;f,  &  chaque  poule 
pondant  ^  .r  œufs ,  le  nombre  des  œufs  fera 
=z^xx.  Or  neuf  œufs  fe  vendent  pour  ^  x 
fous  ,  ainfi  l'argent  que  -  xx  œufs  produi- 
fent,  eft^^%  &  il  faut  que  ^  x^:=ji. 
Par  conféquent  ;t'z=:24.72==8.3.8.9^=:8 
.§.27,  Ôi.x=^ii;  c'eft-à-dire  que  la  Pay- 
fanne a  échangé  douze  fromages  contre 
dix-huit  poules. 


CHAPITRE     XL 

De  la  réfolution  des  Equations  complettes 
du  troißeme  degré» 

719. 

\J  NE  équation  du  troifîeme  degré  eft  dite 
complette ,  lorfqu'elle  renferme  ,  outre  le 
cube  de  l'inconnue  ,  auffi  cette  quantité  in- 
connue elle-même ,  &  le  quarre  de  cette 
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quantité  ;  de  forte  que  la  formule  générale 
pour  toutes  ces  équations ,  en  portant  tous 
les  termes  d'un  même  côté ,  eft 

Ceft  à  faire  voir  comment  on  doit  tirer 
de  telles  équations  les  valeurs  de  x ,  qu'on 
nomme  auffi  les  racines  de  l'équation ,  que 
nous  deftinons  ce  Chapitre.  Nous  fuppo- 
ferons  qu'on  n'a  aucun  doute  qu'une  telle 
équation  n'ait  trois  racines,  après  que  nous 
avons  fait  voir  dans  le  Chapitre  précédent 
que  cela  eft  vrai  à  l'égard  des  équations 
pures  du  même  degré. 

720. 

Nous  coniîdérerons  d'abord  l'équation 
x"^ — 6xx-\-ii  X  —  6=: G;  &  de  même 
qu'une  équation  du  fécond  degré  peut  être 
regardée  comme  étant  le  produit  dç  deux 
fafteurs  ,  on  peut  repréfenter  une  équation 
du  troisième  degré  par  le  produit  de  trois 
fadeurs  qui  font  dans  notre  cas ,  (x  —  i) 
{x  —  2)(a;  —  3)=0j  puifqu'en  les  multi- 


60l  E   L    È   M   E   N   s 

pliant  effe61ivement  on  parvient  à  l'équa- 
tion donnée  j  car  {x  —  i).(a: — 2)  donne 
XX — 3;t-|-2,  &  multipliant  ceci  par  jc — 3 
on  trouve  x^'  — 6a:jc:-|-i  1X-—6,  ce  qui  eft 
en  effet  la  formule  prefcrite  ,  &  qui  doit 
être  =::=o.  Or  cela  a  lieu  par  conféquent, 
quand  le  produit  {x — i)(Ar — i){x — 3)  fe 
réduit  à  rien  ;  &  comme  il  fufnt  pour  cet 
effet  qu'un  feul  de  ces  fa61eurs  foit  :=o , 
trois  différens  cas  peuvent  donner  ce  ré- 
fultat,  favoir  x^—\=zzo,  ou  x:=\  ;  en  fé- 
cond lieu,  X — 2=0,  ou  x=zi-^  &  en  troi- 
iîeme  lieu,  x — 3=0,  ou  xz^^-t^. 

On  voit  fur  le  champ  auffi  ,  que  fi  on 
fubftituoit  à  la  place  de  x  un  nombre  quel- 
conque ,  autre  qu'un  des  trois  ci-deffus,  au- 
cun des  trois  fafteurs  ne  deviendroit  =^a, 
&  par.,  conféquent  que  le  produit  ne  de- 
viendroit pas  G  non  plus  ;  ce  qui  prouve 
que  notre  équation  ne  peut  avoir  d'autre 
racine  que  ces  trois  racines  -  là. 


I 
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721. 

Si  Ton  pouvoit  dans  tout  autre  cas  af^ 
{îgner  de  même  les  trois  fa6ieurs  d'une  telle 
équation  ,  on  auroit  immédiatement  lés 
trois  racines.  Confidérons  donc  d'une  ma- 
nière plus  générale  ces  trois  fa6leurs  ,  x 
— p ,  X — q  ,  x—r  ;  fi  nous  cherchons  leur 
produit ,  le  premier  multiplié  par  le  fécond 
donne  AT  a; — {p-{-^)^-\-p^  ->  &  ce  produit 
multiplié  par  x  —  r  fait  x'^ — (/^~h*^~|~0 

Or  fi  cette  formule  doit  devenir  :=o, 
cela  peut  arriver  dans  trois  cas  :  le  premier 
efi:  celui  où  x — p=o  ,  ou  .r=rp  ;  le  fécond 
a  Heu  quand  x — q:=zo  ,  ou  x=zq  ;  le  troi- 
fieme  cas  ell  celui  de  x  —  a^^o,  ou  de 
x:=^r, 

722. 

Repréfentons  maintenant  la  formule  trou- 
vée par  l'équation  x^  ^axx-^bx—c—O',  il 
çfl:  clair  que  pour  que  fes  trois  racines  (oÏQnt 
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l.)x=p ,  U.)xz=:zq ,  lll.)x=:=r  ^  il  faut  I^. 
que  a=^p-\-^-\-r ,  2°.  que  l?=:pq-\-pr~^(jr^ 
&  3°.  que  czz=pcjr.  Ainfi  nous  apprenons 
par  là  que  le  fécond  terme  contient  la  Ibm- 
me  des  trois  racines ,  que  le  troiileme  terme 
contient  la  fomme  des  produits  des  racines 
prifes  deux  à  deux  ,  enfin  que  le  quatrième 
terme  eft  formé  du  produit  de  toutes  les 
trois  racines  multipliées  les  unes  par  les 
autres. 

Cette  dernière  propriété  nous  préfente 
auffi-tôt  une  vérité  importante  ,  qui  eft 
qu'une  équation  du  troiiieme  degré  ne  peut 
certainement  avoir  d'autres  racines  ration- 
nelles que  des  divifeurs  du  dernier  terme  ; 
car  puifque  ce  terme  eil:  le  produit  des  trois 
racines ,  il  faut  qu'il  foit  divifible  par  cha- 
cune d'elles.  On  voit  donc  fur  le  champ, 
lorfqu'on  veut  chercher  une  racine  par  le 
tâtonnement ,  de  quels  nombres  on  doit 
faire  l'effai  (*), 

(*)  On  verra  dans  la  fuite,  que  cette  propriété  eft  gé- 
nérale pour  les  équatioas  d'un  degré  quelconque.    Aa 
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Si  nous  coniîdérons  ,  pour  nous  expli- 
quer mieux  ,  Téquation  x^  :^^x-yG^  ou  a:' 
• — X  —  6^=::o,  comme  cette  équation  ne 
peut  avoir  d'autres  racines  rationnelles  que 
des  nombres  qui  font  fa<?l:eurs  du  dernier 
terme  6  ,  nous  n'avons  befoin  d'eîTayer  que 
les  nombres  i  ,  2  ,  3  ,  6 ,  &  voici  le  détail 
de  ces  effais  : 

I.)  Si  x=.\ ,  on  a   i  —  i — 6= — 6. 
II.)  Si  .r:=2,  on  a  8 — 2 — 6:=:o. 

ÎIl.)  Si  a:==3  ,  on  a   27 — 3 — 6^1^18. 

IV.)  Si  ;c=ö,  on  a  216 — 6 — 6::=:=-.204. 
Nous  :  voyons  par-là  que  xr=2  efl  une 
des  racines  de  l'équation  propofée ,  &  fa^ 
chant  cela  il  nous  eft  facile  de  trouver  les 
deux  autres;  car  x:=^^  étant  une  des  ra- 
cines ,  X — 2  ell  un  fadleur  de  l'équation , 
&  on  n'a  donc  qu'à  chercher  l'autre  facleur 
par  la  voie  de  la  Divifion ,  aind  que  nous 
allons  le  faire: 

refte  comme  ce  tâtonnement  exige  qu'on  connoiiïe  tous 
les  divifeurs  du  dernier  terme  de  l'équation  ,  on  peut 
Vvoir  recours  pour  cela  aux  tables  indiquées  à  l'art.  S(i, 


6o6  Elément 

X — i)x^ — x  —  6(xx-\-iX'^l 


X  ^  IX X 


XXX — X — 6 
%xx — ^x 


'^x — 6 
-^x — 6 

o. 

Puis  donc  que  nôtre  formule  fe  repré« 
fente  par  le  produit  (x^^ï)  (xx-^ix-^--^) , 
elle  deviendra  :=o,  non-feulement  quand 
X  —  2  =  0,  mais  aufli  quand  xx-j^ix 
-|-3=^o»  Or  ce  dernier  fa8:eur  donne  aa; 
r= — IX — 3  ,  &  par  conféquent  xz:=z — i 
+y/ — 2.  Ce  font  donc  ici  les  deux  autres 
racines  de  notre  équation  ,  Jefquelies  font , 
comme  on  le  voit,  impoffibles  ou  ima- 
ginaires. 

723. 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer, 
n'eft  applicable  immédiatement  que  lorfquô 
le  premier  terme  x^  ell  multiplié  par  i  ^ 
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&  que  les  autres  termes  de  l'équation  ont 
pour  coefficiens  des  nombres  entiers.  Quand 
cette  condition  n'a  pas  lieu ,  il  faut  com- 
mencer par  une  préparation  qui  confiile 
à  transformer  l'équation  en  une  autre  qui 
ait  la  condition  requife  ,  après  quoi  on  fait 
Teflai  que  nous  avons  dit. 

Soit  donnée ,  par  exemple  ,  l'équation 
x^  —  'ixx-\-  —  x — -^=^Qr\  comme  elle  ren- 
ferme  des  quarts,  qu'on  fafle  ^=f-,  on 
auraÇ  —  iLy  J^l^  —  ^- ;=  o  ,  &  en  multi- 
pliant par  8  ,  on  obtiendra  l'équation  y^ 
—  6jxj)^-)-i  ij/ — 6=^0^  dont  les  racines 
font  y  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut , 
y^=^i  ,  y='i'  5  JX=3  j  d'où  il  s'enfuit  que 
dans  l'équation  propofée  on  a  \,)x=^^^j 
IL)^=i,  111.)^=!:. 

724. 

Qu'on  ait  une  équation ,  dont  le  pre- 
mier terme  ait  pour  coefficient  un  nombre 
entier  autre  que  1  ,  &  dont  le  dernier  terme 
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foit  i;  par  exemple,  6x^  —  \\xx-\~6x 
—  I  ^=o  i  ß  on  divife  par  6  ,  on  aura  x^ 
■ — ^-^xx>~\-x — g-;=o;  on  pourroit  purger 
cette  équation  des  fraftions ,  par  la  regle 
que  nous  venons  de  donner  ,  en  fuppofant 
x~^-r\  caronauroit^ — ^-|-r  —  r=o; 

6  '  216  216     I     6  6  ' 

&  en  multipliant  par  216  ,  il  viendroit^' 
• — 1  iJ)Cy-}"3^JV'  —  36=0.  Mais  comme  il 
feroit  trop  long  de  faire  l'efTai  avec  tous  les 
divifeurs  du  nombre  3  6 ,  remarquons  que 
puifque  le  dernier  terme  de  l'équation  pri- 
mitive eil  I  5  il  vaut  mieux  fuppofer  dans 
cette  équation  ;t=-;  car  on  aura  l'équa- 
tion—  r~l~^ — i=:o,  qui  multipliée 

par  ;^Monne6— 1 1{+6{^ — ;j''z:=o,  &  en 
tranfpofant  tous  les  termes ,  :^  —  6{{-[-ï  i{ 
^flo  — 6:=o.  Les  racines  font  ici  (^^):^=zi, 
{=2, ,  {^=^3  ;  d'o,ii  il  fuit  que  dans  notre 
équation  xz=z\  ,  x^^^-^  a::=-. 


7M" 
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725. 

On  aura  obfervé  dans  les  articles  précé^ 
dens  ,  que  pour  que  les  racines  foient  toutes 
des  nombres  pofitifs ,  il  faut  que  les  fîgnes 
plus  &  moins  fe  fuivent  alternativement  j 
moyennant  quoi  l'équation  prend  cette 
forme  ,  x^ — axx-^bx — -ci=o,  dans  la- 
quelle les  lignes  changent  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  racines  politives.  Si  toutes  les 
trois  racines  euffent  été  négatives,  &  qu'on 
eût  multiplié  entr'eux  les  trois  fafteurs  x-^py 
x-\-q  y  x-\-r^  tous  les  termes  auroient  eu 
le  figne  plus  ^  &  la  forme  de  l'équation 
auroit  été  x^  ~\-axx-\-bx-\-c:=:^o ,  où  on 
voit  les  mêmes  fignes  fe  fuivre  trois  fois, 
c'eft- à-dire  ,  le  nombre  des  racines  néga- 
tives. 

On  a  donc  conclu  qu'autant  de  fois  que 

les  fignes  changent  ,  autant  l'équation  a 
de  racines  pofitives  ,  &  qu'autant  de  foi 5 
que  les  mêmes  fîgnes  fe  fuccedent ,  autan  ^ 
l'équation  a  de  racines  négatives  ;  6l  cette 
Tome  I,  Q  q 
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remarque  eft  très-importante  ,  parce  qu'on 
fait  par-là  fi  c'eft  en  plus  ou  en  moins  ou'on 
doit  prendre  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
quand  on  veut  faire  l'eflai  dont  nous  avons 
parlé. 

726, 

Confidérons  ,  afin  d'éclaircir  par  un 
exemple  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
l'équation  x^-^xx — '^^x-^^6=^o  ^  dans 
laquelle  les  fignes  changent  deux  fois,  & 
cil  ce  n'eft  qu'une  fois  que  le  même  figne 
revient.  Nous  concluons  que  l'équation  a 
deux  racines  pofitives  &  une  racine  néga- 
tive ,  &  comme  ces  racines  doivent  être 
des  divifeurs  du  dernier  terme  5  6 ,  il  faut 
qu'elles  foient  comprifes  dans  les  nombres 
+  1,2,4,7,  8,  14,  28,  56. 

Si  nous  faifons  maintenant  x^^i ,  nous 
avons  8-[-4 — 68-|-56.=o  -,  d'où  nous  con- 
cluons que  xz=z^i  eft  une  racine  pofîtive, 
&  qu'ainfi  x — 2  eft  un  divifeur  de  notre 
équation,  au  moyen  de  quoi  nous  trouvons 
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facilement  les  deux  autres  racines  ;  car  di- 

vifant  efîeftivement  par  x — 2  ,  on  a 

X — 2)  x^ -\-  XX — 34Jf-[~5^(-*''''^~i~3-^ — ^^ 


X^ IX  X 


^xx — 3  4Ar-[-ç6 
3  ATX —  6x 

— iSx~^^6 
— iSx-^tj6 

o. 
Et  fi  on  fait  ce  quotient  xx-\~^x — iS 
:=:o,  on  trouve  les  deux  autres  racines, 
qui  feront  x=: — ^  + v^-  +  28:=  —  -  +  — • 
c'eft-à-dire  xz=4  &  x=:^ — 7  ;  &  tenant 
compte  de  la  racine  trouvée  ci-delTus, 
x=^i ,  on  voit  clairement  qu'en  effet  l'équa- 
tion a  deux  racines  poütives  S(  une  néga- 
tive. Nous  donnerons  encore  quelques  au- 
tres exemples  pour  rendre  la  chofe  encore 
plus  évidente. 

727. 

Première  queßlon.  On  a  deux  nombres, 
leur  différence  eft  1 2 ,  leur  produit  mul- 
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îiplié  par  leur  fomme  fait  145(^0.  Quels 
font  ces  nombres  ? 

Soit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres, 
le  plus  grand  fera  x-\-\i  ,  leur  produit, 
=  ^;c-|-i  2;>f ,  multiplié  par  la  fomme  ix 
-ri2  ,  donne  2x'  +  'i,6xx-\-\4^x:=z\ji^^6o\ 
&  divifant  par  2  ,  on  a  x'^  -^i^xx-^jix 
:=728o. 

Or  le  dernier  terme  7280  efl:  trop  grand 
pour  qu'on  puifTe  entreprendre  l'effai  de 
tous  fes  divifeurs,  &  nous  remarquons  qu'il 
eft  divifible  par  8  ;  c'eft  pourquoi  on  fera 
x:=:^iy  ^  parce  qu'après  la  fubftitution  la 
nouvelle  équation  ,  8j/'  ~|~7  ^-JKJX-I-I  44y 
^=7280 ,  étant  divifée  par  8  ,  fe  réduira 
à  celle-ci,  jy^ -|-9jKj>^-|-i 8j/.=  910  ,  pour 
laquelle  on  n'a  befoin  d'effayer  que  les  di- 
vifeurs 1,2,5,7^10,13,  &c.  du  nom- 
bre 910.  Or  il  eft  évident  que  les  premiers , 
1,2,  5 ,  font  trop  petits  j  en  commençant 
donc  par  la  fuppofition  aey^rj ,  on  trouve 
aufTi  tôt  que  c'efi:  là  une  des  racines  ;  car 
la  fubftitution  donne  343+441+126=910. 
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Il  fuit  que  jcz=i  4 ,  &  on  trouvera  les  deux 
autres  racines  en  divifant  y^  ^9yj-\-^^y 
—  910  parj^ — 7,  ce  que  nous  allons  faire  : 

y'-  lyy 

j  dyy-Y  1  %y — 9 1  o 
\6yy-\^^y 


1 3  oy — 9 1 o 

o. 

Suppofant  maintenant  ce  quotient  y  y 
>-|-i6j/-|-i  30=0  ,  on  aura  J'y =  —  \6y 
— 130,  &  de-là jy.^^ — S+v^— 66:  preuve 
que  les  deux  autres  racines  font  impofiibles, 

Réponfe,  Les  deux  nombres  cherchés  font 
14  &:  26;  leur  produit  364,  multiplié  par 
leur  fomme  40,  donne  14560. 

728. 

Seconde  queßlon.  Trouver  deux  nom- 
bres ,  dortt  la  dnTérence  foit  1 8  ,  &  qui 
foient  tels ,  que  (i  on  multiplie  enfemble  leur 
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fomme  &  la  différence  de  leurs  cubes,  on 
obtienne  le  nombre  275 184. 

Soit  X  le  moins  grand  des  deux  nombres , 
AT-}- 18  fera  le  plus  grand  -,  le  cube  du  pre- 
mier fera  =jc' ,  &  le  cube  du  fécond  :==a;' 
-[-5  4A:Ar-|-972Ar-[-5832  ;  la  différence  des 
cubes  :=  54:ic;c-[-972JV-|-5832  =  54(:cAr 
-|-i8x-[-io8)  ,  multipliée  par  la  fomme 
aJc-j-iS  ou  2(Ar-|-9),  donne  le  produit 
1 08  (x^-j-27:r:v-|-270x-j-97 2)^11=27  5 184. 
Divifant  par  108  ,  on  ?i  x^  -^  ly xx ^\-  ijox 
^^jzz^i  548,  ou  x^  ~\-ijxx-\-ijox 
1=^1 576.  Les  divifeurs  de  1 576  font  1,2, 
4,8^  &c.  les  premiers  i ,  2  font  trop  petits; 
mais  fî  on  effaie  ^^==4 ,  on  trouve  que  ce 
nombre  fatisfait  à  l'équation. 

Il  refte  donc  à  la  divifer  par  x  —  4  ,  aiin 
de  trouver  les  deux  autres  racines.  Cette  di- 
vifîon  donne  le  quotient  xx-^T^ix-^-t^^ji^-, 
en  faifant  donc  xx=. —  -^ix — 394,  on 
trouvera  x^-~'--\-J^—^,  c'ell-à- 
dire  deux  racines  imaginaires. 

Réponfe,  Les  nombres  cherchés  font  4 
&  22. 
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729. 

Troißeme  queßlon.  Je  cherche  deux  nom- 
bres dont  la  différence  =:zjiOy  &  tels  que 
fi  je  multiplie  le  plus  petit  par  la  racine 
quarrée  du  plus  grand,  il  me  vienne  2073(3. 

Si  le  plus  petit  e(l  at,  le  plus  grand  fera 
x-\-jio^  &  il  faut  que  xyx-f-y 2 0:^20730 
^:=8.8.4.8i.  Quarrant  les  deux  membres, 
j'ai  xx^x-^jio^^^^x^ '^jioxx=z=.^'^.  8*. 
4^81*.  Je  fais  x=Sy  ^  cette  flippoiition 
me  donne  8^j'+720.8\y*  1=8^.  8^  4^  81^  j 

&  divifant  par  8',  j'ai  jk^  4~9RXy^^^"4^' 
81  \  Je  fuppofe  de  plusjy=2^,  &  j'ai 
8:[' -}-4.90{{=8.4^  81^  ,  ou,  en  divifant 

par  8,  ^^-f45{{— 4'§i"- 

Je  fais  encore  :[zirc)z/ ,  pour  avoir  9'  u^ 
-}-45 .9' ««=4^  9*,  parce  qu'en  divifant 
à  préfent  par  9' ,  l'équation  fe  réduit  à  u' 
^<juu  =  4l  9,  ou  uu{u-\-^)^=zi 6.^=1 44, 
Je  n'ai  pas  de  peine  à  voir  ici  que  u=4  ; 
car  dans  ce  cas  uu=:::i6  &  u-^^=:^^.  Puis 
donc  que  wc=4,  j'ai  :[:=:36,  ^=72  & 

Qq  iv 
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^=57^,  c'eil  le  plus  petit  des  deux  nom- 
bres cherchés  j  ainii  le  pkis  grand  eil  1 296, 
&  en  effet  la  racine  quarrée  de  celui-ci^ 
ou  36,  multipliée  par  l'autre  nombre  57^, 
donne  20736. 

730. 

Remarque.  Cette  queflion  admettoit  une 
folution  plus  {impie  ;  car  puifque  la  racine 
quarrée  du  plus  grand  nombre  ,  multipliée 
par  le  plus  petit  nombre  ,  doit  donner  un 
produit  égal  à  un  nombre  donné ,  il  faut 
que  le  plus  grand  des  deux  nombres  foit 
un  quarre.  Si  donc ,  par  cette  confidération , 
nous  le  fuppofons  rr^xA-,  l'autre  nombre 
fera  xx — 720.  Celui-ci  étant  multiplié  par 
ia  racine  quarrée  du  plus  grand,  ou  par  Xy 
îious  avons  :)^^  —  72o;m::20736=64.27 
,12,  Faifons  xr=4j/,  nous  aurons  6  ^y^ 
' — 72o.4j'=r(54.27. 1  2  ,  ou  bien  y^ — 45^/ 
=27.12.  Suppofant  de  plus  j/:=:3{,  nous 
trouvons  27;^^ — -135:^^:^:27.12,  ou  en  di- 
vifant  par  27,  {'  —  j^jz^ii,  ou  i^  —  5.^ 
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— i2r=:o.  Les  divifeurs  de  12  font  i  ,  i, 
3  ,  4  ,  6  ,  1 2  ;  les  deux  premiers  font  trop 
petits  ;  mais  la  fuppofition  de  {=3  donne 
précifément  27 — 15  — 12^=0.  Par  confé- 
quent  :j'=3  ,v=9&^=3^j  d'où  nous 
concluons  que  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres cherchés,  ou  xx  ^  =:i\i^6^  8r  que 
le  plus  petit ,  ouata:  —  720,  ==576,  com- 
me ci-defTus.    . 

731- 

Quatrième  queßion.  On  a  deux  nombres , 
dont  la  différence  efl:  12;  le  produit  de 
cette  différence  par  la  fomme  des  cubes, 
eft  1 02 1 44  :  quels  font  ces  deux  nombres  ? 

Nommant  x  le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres ,  le  plus  grand  efl:  x-\-i  2  _,  le  cube 
clu  premier  eft  :>^\  &  le  cube  du  fécond 
efl:  A^'-|-36A:x-j-432jf-|-i728  5  le  produit 
de  la  fomme  de  ces  cubes  par  la  différence 
12,  efl: 

I  2(2a;^~[- 3  <)xx+43  2^^+1728)=!  02  î  44  j 
divifant  fucceflivementpar  12  &  par  2 ,  on  a 
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x^  -\~i'^xx~\-ii6x-\-  ^64^^=141^6^  ou 
a:' -j- I  8Ar:«:-|- 2  1 6;»f  :=^  3  3 9  2 r=:  8.8.  5  3 . 

Qu'on  ruppofe  x=iy  ^  qu'on  lubilitue 
&  qu'on  (divife  par  8  ,  on  aura  . 

jK'+9.rr+ 547=8.5  3^:424.  * 

Les  divifeurs  du  dernier  membre  font 
I  ,  2,4,8,  53,  &c.  I  &  2  font  trop 
petits;  mais  fi  l'on  faity=4,  on  trouve 
64-|-i44-[-2i6:=424.  De  forte  quejyr=r4 
&  x=zS  ;  d'où  l'on  conclut  que  les  deux 
nombres  cherchés  font  8  &  20. 

732. 

Cinquième  queflion.  Quelques  perfonnes 
forment  une  fociété  &  établiiFent  un  fonds , 
auquel  chacune  contribue  dix  fois  autant 
d'écus  qu'elles  font  de  perfonnes  ;  elles 
gagnent  fur  chaque  centième  d'écus  6  écus 
au-delà  du  nombre  d'écus  égal  à  leur  nom- 
bre ;  le  profit  total  efl  de  392  écus  ;  on 
dem.ande  combien  ils  font  d'AlTociés  .'^ 

Soit  X  le  nombre  cherché  ;  chaque  Af- 
focié  aura  fourni  \qx  écus,  &  tous"  en- 
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fembîe  lox;«:  écus;  &  puifqu'ils  gagnent 
jc-f-ö  pour  cent ,  ils  auront  gagné  avec  le 

capital  entier  ,  ^       ^^^,  ce  qu'il  faut  égaler 

à  392. 

On  a  donc  x^  -\-6xx^=:'i,^io  ^  &  en 
faifant  xzz^iy  ^  divifant  par  8  ,  jy'  -|~  3,Xy 
1=490.  Les  divifeurs  du  fécond  membre 
font  I  ,  2 ,  5  ,  7 ,  10 ,  &c.  les  trois  pre- 
miers font  trop  petits  ;  mais  en  fuppofant 
y^^j ,  on  a  343 -[-147  ^==490  j  ^^  forte 
que  j)/i=7  ,  &  a:iii=ï4, 

Réponfe,  Il  y  avoit  quatorze  Afibciés, 
&  chacun  d'eux  a  mis  140  écus  dans  la 
mafTe  commune. 

733- 

Sixième  queßion.  Quelques  Négocians 
ont  en  commun  un  capital  de  8240  écus; 
chacun  j  ajoute  quarante  fois  autant  d'écus 
qu'ils  font  d'Aflbciés  ;  ils  gagnent  avec  la 
fomme  totale  autant  de  fois  pour  cent  qu'ils 
font  d'AlTociés  ;  en  partageant  le  profit,  il  fe 
trouve  qu'après  que  chacun  a  pris  dix  fois 
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autant  d'écus  qu'ils  font  d'Affociés ,  il  rede 
224  écus.  On  demande  quel  étoit  donc 
le  nombre  de  ces  Aflbciés  ? 

Si  ce  nombre  eft  x  ,  chacun  aura  ajouté 
40X  écus  au  capital  8240  écus  ;  par  con- 
féquent  tous  enfemble  auront  ajouté  40^:^:, 
ce  qui  a  rendu  le  capital  :=i=40jca;-|-8240; 
ils  gagnent  avec  cette  fomme  x  écus  pour 

cent  :  ainfî  le  gain  total  eft  ^^ \-  ^^-^ 

=  ±x'-\-^^'x=^-x'  +  '-^x.  C'eftde 
cette  fomme  que  chacun  prélevé  io;c  ,  & 
par  conféquent  tous  enfemble  lo^x-x,  en 
laifTant  un  refle  de  224  écus  j  il  faut  donc 
que  le  profit  ait  été  loxx-^zi^  ,  &  qu'on 

ait  l'équation -|-— ""z^ioxjc-l- 224. 

Multipliant  par  5  &  divifant  par  2  ,  on 
a  x^  '^io6x^zz^i^xx-\-'<^6o ^  ou  x^  — i^xx 
^io6x — ^60=0:  la  première  forme 
fera  cependant  plus  commode  pour  effayer. 
Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2, 
4,  5,7,  8,  10,  14,  16  &c.  &  il  faut 
les  prendre  pofitifs ,  parce  que  dans  la  fe  • 
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conde  forme  de  l'équation  les  fignes  varient 
trois  fois  ^  ce  qui  donne  à  connoître  avec 
certitude  que  toutes  les  trois  racines  font 
pofitives. 

Or  fi  l'on  efTaye  d'abord  x:=:=:i  &  x=::i, 
il  eft  évident  que  le  premier  membre  de- 
viendroit  plus  petit  que  le  fécond.  Nous 
ferons  donc  l'elTai  des  autres  divifeurs. 

Quand  x=^4,  on  a  64-1-824:1:^400 
^560,  ce  qui  ne  fatisfait  point. 

Quand  x=:z^  ,  on  a  1 2 5-j- 1030=1^625 
-J-  5  60  ,  ce  qui  ne  fatisfait  pas  non  plus. 

Quand  ^=7,  on  a  343-1-1442=^1225 
-I-56O;,  ce  qui  fatisfait  à  Féquation  5  de 
forte  que  x=y  en  eft  une  racine.  Cher- 
chons donc  à  préfent  les  deux  autres ,  en 
divifant  par  x  —  7  la  féconde  forme  de 
notre  équation. 
x—y)  x^  —  2  5xa:+2o6;c— 5  60  (xx—i  Sx-\-So 

x^  —    JXX 

^i>^xx-\-io6x 
^iSxx-^i26x 

80X— 560 
8o;c~56o 
o. 
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Egalant  le  quotient  à  zéro ,  nous  avons 
XX — i8;c-|-8o;^o  ou  xxzz^.i'èx — 80,  ce 
qui  donne  ^^=9+1 ,  de  forte  que  les  deux 
autres  racines  font  xz:^%  &  A::=rio, 

Réponfe,  Trois  réponfes  ont  lieu  pour  la 
queftion  propofée  :  fuivant  la  première  le 
nombre  des  Négocians  eft  7  ,  fuivant  la 
féconde  il  eft  8 ,  &  fuivant  la  troifieme  il 
eft  1 0;  le  tableau  fuivant  préfente  la  preuve 
de  toutes: 

L      II.     IIL 


Chacun  fournit  40  x  -  -  - 

iTous  enfemble  ajoutent  40j:.t 

L'ancien  capital  étoit     —  — 

[Le  capital  entier  elt  /\oxx 
8240 

llls  gagnent  avec  ce  capital 
autant  pour  cent  qu'ils 
font  d'Aflbciés  -  -  -  - 

Chacun  en  ôte  10  a;  -  -  - 

Ainfi  tous  enfemble  pren- 
nent  10  xj:     _____ 

Donc  il  refte  ------ 


280 
i960 

8240 


I02CG 


714 
70 

490 
224 


320 
2560 
8240 


400 
4000 
8240 


10800 

864 
80 

640 
224 


12240 

1224 
100 

1000 
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CHAPITRE     XII. 

£>e  la  Regle  de  Cardan  ou  de  Scipion 
Ferre  o, 

734. 

X-<ORSQu'oN  a  chaffe  les  fraélions  d'une 
équation  du  troifieme  degré  ^  fuivant  la 
manière  enfeignée,  &  qu'aucun  des  divi- 
feurs  du  dernier  terme  ne  fe  trouve  être 
une  racine  de  l'équation  ,  c'eft  une  marque 
certaine ,  non  feulement  que  l'équation  n'a 
pas  de  racine  en  nombres  entiers ,  mais 
qu'une  racine  fraélionnaire  même  ne  peut 
avoir  lieu  ;  c'eft  ce  que  nous  allons  prouver. 
Soit  l'équation  x^  —  axx~\-l?x  —  c=o, 
où  a ,  ^  ,  c  fignifient  des  nombres  entiers  ; 
fi  on  vouloir  fuppofer ,  par  exemple ,  a:=^, 
on  auroit  —  — '^a-\-\b  —  c y  or  le  premier 
terme  a  (eul  ici  8  pour  dénominateur  j  tous 
les  autres  font  ,  ou  des  nombres  entiers , 
ou  divifés  feulement  par  4  ou  par  i ,  ^ 
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ne  peuvent  par  conféquent  faire  o  avec  le 
premier  terme  :  la  même  chofe  a  lieu  pour 
toute  autre  fra^lion. 

735. 

Comme  donc  dans  ces  cas  les  racines 
de  l'équation  ne  font  ni  des  nombres  en- 
tiers ,  ni  des  fra6lions ,  elles  font  irration- 
nelles,  ou  même,  ce  qui  arrive  fouvent, 
imaginaires.  Or  la  manière  de  les  expri- 
mer alors  &  de  déterminer  les  fignes  ra-  \ 
dicaux  qui  les  afferent ,  fait  un  point  très- 
important  ,  &  qui  mérite  d'être  expliqué 
ici  avec  foin.  On  attribue  cette  méthode, 
qu'on  nomme  la  regle  de  Cardan^  à  Cardan , 
ou  plutôt  à  Scipion  Ferreo ,  qui  ont  vécu 
il  y  a  quelques  iiecles  (*). 

736. 

Il  faut,  pour  entrer  dans  Tefprit  de  cette 
regle ,  confidérer  d'abord  avec  attention  la 

(*)  L'hiftoire  de  cette  regle ,  découverte  dans  le  même 
temps  par  Tartaléa,  fe  lit  avec  autant  d'intérêt  que  de 
£ruit  dans  VHißoire  des  Mathématiques,  par  M,  de  Mon  tue  la 

nature 
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nature  d'un  cube  ,  dont  la  racine  eft  un 
binôme. 

Soit  a-\-b  cette  racine ,  le  cube  en  eft 
x^-\-^aal>-\-^abl)-\~P,  &  nous  voyons 
qu'il  eft  compofé  des  cubes  des  deux  ter- 
mes du  binôme ,  &  outre  cela  de  deux 
termes  moyens  ,  -^aah-^-^abù  ,  qui  ont  le 
fafteur  commun  3^/^,  lequel  multiplie  l'au- 
tre fafteur  a-|-/^  ;  c'eil-à-dire  que  ces  deux 
termes  contiennent  le  triple  produit  des 
deux  termes  du  binôme ,  multiplié  par  la 
femme  de  ces  termes. 

737- 

Qu'on  fuppofe  maintenant  x=a~^l^, 
&  qu'on  prenne  de  part  &  d'autre  le  cube, 
on  a  x^  =za'^  -^P  -[-3(3^  (a-\--6).  Or  puiC- 
que  a-\-l'=:zx ,  on  aura  l'équation  du  troi- 
fieme  degré,  x^  =za^  -^l?^  -^-^al^x  ou  x^ 
^zz^abx-^-a'^  -\-l^\  dont  nous  favons  qu'une 
des  racines  eft  xz::^a-\~l^.  Toutes  les  fois 
donc  qu'il  fe  préiente  une  telle  équation  ^ 
nous  pouvons  en  alllgner  une  racine. 
Tome  /.  R  r 
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Soit ,  par  exemple ,  a=r^i  &  h=:^,  y  or! 
aura  l'équation  .v' 11:1; i  Sx-}- 3  5  ,  que  nous 
favons  avec  certitude  avoir  x='^  pour  ra- 
cine, 

738. 

Que  de  plus  on  fuppofe  à  préfent  a'  =p 
&L  P  =^q^  on  aura  a-==.y/ p  &  h^:z:^\  q^ 

par  confëquent  ab=z:^y  pq  i  lors  donc  que 

l'on  rencontre  une  équation  du  troifiemie 

degré  de  la  forme  x^  :=:^'^xy  pq-\-p-\-q  ^ 

on  fait  qu'une  des  racines  eil:  \/ p-\-y  <]* 

Or  on  peut  toujours  déterminer/?  &  q^ 

de  manière  que  tant  3  ypq  que  p-\-^  foient 
des  quantités  égales  à  un  nombre  donné  j 
ainfi  on  eil  toujours  en  état  de  réfoudre 
une  équation  du  troilleme  degré ,  de  l'ef- 
pece  dont  nous  parlons. 

739- 

Soit  propofée  en  général  l'équation  x^ 
t=fx-\-gj  il  s'agira  ici  de  comparer /avec 
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3  \  PI  9  ^  S  avec  p-^-q  i  c'efl-à-dire  qu'il 
faudra  déterminer  p  ^  q  àQ  manière  que 

'^ypq  devienne  égal  k  f.,  Se  que  p-^.q 
devienne  égal  à  ^;  car  nous  favons  alors 
qu'une  des  racines  de  notre  équation  fera 

740. 

Nous  avons  donc  à  refondre  ces  deux 

équations,  \.)  ^\/ pq-:=zz( ^  &  ll.)p-^qz=zg, 

La  première  donne  y/? ^z=^,  ^ pq=zzC 
=^~ß,  &  4P^z=::^/'3.  La  féconde  équa- 
tion étant  quarrée  ,  donne  pp-^-ipq-X-qq 
=gg;  h  l'on  en  fouftrait  j^pq:=z~^f^ ^  en 
a^.^_2/i.7-f^^=:^^  — ^/3,  &  prenant 
la  racine  quarrée  de  part  &:  d'autre  ,  on 
a  p  —  q=  Vgg—  i^ß  '  O r  puifque  p-\-q 
^g,  on  a^ip~g+Vgg~~p  ,  è^  l'q 
=^g—Vgg--~^ß,  par  conféquent  /?;==: 

g+\/gg-~^ß,  & ^^^— /e^r--^/^ 

R  r  ij 
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741. 

Toutes  les  fois  donc  qu'on  a  une  équa- 
tion du  troideme  degré  de  la  forme  x^ 
^rir:yir-|-^,  quels  que   foient  les  nombres 
f^  ^,  on  a  toujours  pour  une  des  racines 

c'eft-à-dire  une  quantité  irrationnelle  ,  qui 
renferme  non -feulement  le  figne  radical 
quarre  ,  mais  aufli  le  figne  de  la  racine  cu- 
bique j  &  c'eft  cette  formule  qu'on  nomme 
proprement  la  regle  de  Cardan* 

742.  . 

Appliquons  -  la  à  quelques  exemples  5 
pour  en  mieux  faire  comprendre  l'ufage. 

Soit  x^  =:z:6x-\-<^,  on  aura/:^ö  &  ^=^95 
alnCi  gg—^i,f^  =  ii6,  &  ^  /^  —  3  ^  3 

Donc  une  des  racines  de  l'équation  donnée 
eft  x=  V  ?  +  y/^^  V  T  +  V  r=  V  8 

3 

+  ¥"1  =  2.4-1=3, 
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Soit  propofée  cette  autre  équation  x^ 
t=z'^x-\-i  ;  on  auTa.f=}  ^ g:z^i  j  par  con- 
féquent  ^^=4  ,  P  —  ^7^  ^  l^ß=4  ',  ce 

qui  nous  donne  ygg  —  r"/^^^^?  ^'^^  ^^ 

3. — 
s'enfuit  qu'une  des  racines  eft  x=zy^ 


3, 

2—0  1 


744- 

Il  arrive  fouvent  cependant  que ,  quoi- 
qu'une telle  équation  ait  une  racine  ration- 
nelle ,  on  ne  peut  trouver  cette  racine  par 
la  regle  dont  nous  nous  occupons. 

Soit  donnée  l'équation  x^  =^6x-'r40,  où 
x=^4  eft  une  des  racines.  Nous  avons  ici 
f^:=6  &  ^^=40,  de  plus  gg=:^i6oo  &i~ 
/3  =  32  ;    ainfi  gg^^ß=^j<^6S,  hc 

\/gg—~P  =  V^')^^   =v/4.4.49-2. 
::==28  y  1  j  par  conféquent  une  des  racines 

x=y/—^ — +V—1 — .  ou 

Rr  iij 
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cette  quantité  efi:  réellement  =  4  ,  quoi- 
qu'à  la  première  infpefrion  on  ne  s  en  doute 
pas.  En  eftet  le  cube  de  2-|~v/  2  étant  20 
-[-14^/2,  on  a  réciproquement  la  racine 
cubique  de  20 -[-14^/2  égale  à  2-\^\/i'y 

de  même  y  20 — 14^/1  =  1  —  \/i;  donc 
notre  racine  xzzzii-^y'i-j-i — -y/z^^z^  (*). 

745- 

On  pourroit  obie61er  à  cette  regle , 
qu'elle  ne  s'étend  pas  à  toutes  les  équations 
du  troifîeme  degré ,  parce  que  le  quarre 
de  X  ne  s'y  rencontre  point ,  c'eit-à-dire 

(*)  On  n'a  pas  pour  l'extra^iion  de  la  racine  cubique 
de  ces  binômes  ,  des  règles  générales  comme  pour  l'ex- 
traftion  de  la  racine  quarrée  ;  celles  que  diftérens  Auteurs 
ont  données  ramènent  toujours  à  une  équation  mixte  du 
troilieme  degré  femblable  à  la  propofée.  Au  refte  ,  quand 
j'extrafticn  de  la  racine  cubique  ell  pofïîble  ,  la  fbrnme 
des  deux  radicaux  qui  repréfentent  la  racine  de  l'équa- 
tion ,  devient  toujours  rationnelle  ,  de  forte  qu'on  peut 
la  trouver  immédiatement  par  la  méthode  indiquée  à 
l'article  722. 
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(pe  le  fécond  terme  manque  dans  l'équa- 
tion. Mais  nous  remarquerons  que  toute 
équation  complette  peut  fe  transformer  en 
une  autre  où  le  fécond  terme  manque  , 
après  quoi  l'on  peut  par  conféquent  appli^ 
quer  la  régie. 

Soit ,  pour  le  prouver ,  l'équation  com- 
plette x'^  — 6xx-\- 1  ï  X — 6=0.  Si  l'on  prend 
ici  le  tiers  du  coefficient  6  du  fécond  terme , 
&  qu'on  fafTe  x — 2=J,  on  aura 
x—y-\-i,  x^=:jj  +  47  +  4,  & 
x^  :=:y'^  4~^JKX'~h^  ly-f-S  j  par  conféquent 
^■^  ^jy'  +  6yy+ 1 2j'+  8 
-^6  XX—     -~6yy—ij^y--i^ 
-]-iia:=;  -{■\ïy-\-ii 

—     6=  ~  6 

x^  —  ôxx+iiX"^     6=y^  —    y. 

On  a  donc  l'équation  j^* —y:=:o  ,  dont 
la  réfolution  ei\  manifeile ,  puifqu'on  voit 
fur  le  champ  qu'elle  eft  le  produit  des  fac- 
teurs j  (yjK  —  0  ~  y  (j^  +  0  (jK  —  0  =  o. 

Si  l'on  fait  maintenant  chacun  de  ces 

fa61:eurs  =  o ,  on  a 

Rr  ir 


6-^1 

E   L 

é    M    E 

N 

S 

)    X          2  . 

'   IL 

î=- 

m. 

:  xz 

"I9 
^3» 

c'efl- à-dire . 

,  les 

trois  racines  trouvées 

déjà 

'plus  haut. 

746. 

Soit  donnée  à  préfent  l'équation  géné- 
rale du  croilîeme  degré,  x^  -\-axx-\-bx 
^-c:=n^o ,  de  laquelle  il  s'agifTe  d'éliminer 
ie  fécond  terme. 

On  ajoutera  pour  cet  effet  à  x  le  tiers 
du  coefficient  du  fécond  terme ,  en  con- 
fervant  le  même  figne  ,  &  on  écrira  pour 
cette  fomme  une  nouvelle  lettre ,  par  exem- 
ple ,  j  ;  de  forte  qu'on  diUXdi  x-\-^-a=^y  , 
ôc  x=.y—-ci^  d'où  réfulte  le  calcul  iliivant: 
x=y  —  \a,  xx=jj—^-ay-\-'-aa^ 
&  x'  ~y'  —ayy-\-'^aay  —  ^a'  ; 
par  conféquent 

x'  :^y'  -ayyAr  \  aay-  '-  a} 
axx=z     ^ayy-  \  aayAç-  \  a' 
hx=.  +      hy — ^  ab 
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équation   dans  laquelle   le  fécond  terme 
manque. 

747- 

Nous  fommes  en  étaf ,  moyennant  cette 
transformation ,  de  trouver  les  racines  de 
toutes  les  équations  du  troifieme  degré  5 
l'exemple  qui  fuit  en  fournira  une  preuve. 

L'équation  propofée  efl  x'^  — 6xx--\-i  t,x 
—  1  i^^o. 

Il  s'agit  d'abord  de  chafTer  le  fécond  ter- 
me ;  on  fera  pour  cet  effet  x — i=y  ,  & 
on  aura  Arr==y-j-2  y  xx=:yj--^^j-^j^  ^  & 
x' :=y'  +6yy-{~iiy-]-S  -,  donc 

x'—y'+6yy-{-iiy+  S 
—  6x^=     — 6xy— 24J— 24 

^         +13^=:                         ^i^y^2.6 
12    =  . 12 

y'-{-  y  ~   1   =:  O 

ouy=— jK+2. 

Si  on  compare  cette  équation  avec  la 
formule  x^  =fx-\-gy  on  ay= — i  ^  §^1  -, 
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donc  ^^-=.4,  &  ±-p=,-^A..^eip\usg^ 
=  V  — ='^^-^9  psr  conféauenc 

"27  Q        '      I  1 


27 

3 


i7-6yzi 


27  3 

V27-|-6v/2i  -{- -  V  27 — 6y/2.i  ;    &   il 
refte  à  fubllituer  cette  valeur  dans  -v—y^ 

»-|-2. 

748. 

Nous  fommes  parvenus  dans  la  folution 
de  cet  exemple ,  à  une  quantité  double- 
ment irrationnelle  ;  mais  il  ne  faut  pas  en 
conclure  fur  le  champ  que  la  racine  eft 
irrationnelle  ,  parce  qu'il  pourroit  arriver 
par  un  heureux  hafard  ,  que  les  binômes 
27+6  Y/21  fuiTent  des  cubes  effeérifs;  Se 
CQÛ  auffi  ce  qui  a  Heu  ici  3  car  le  cube 
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dei±pIétanti^'^=27-]-6^2i  ,  il 
fuit  que  la  racine  cubique  de  ij-\-6\/iî 
^^3  +  1/21  ^  g^  ^^g  j^  racine  cubique  de  27 

—  61/21  eil  ^~^''' .  Cela  fait  donc  que  la 
valeur  trouvée  pour  y  ,    devient  jk=t 

que  jK^==i  5  nous  avons  x:=z'^  pour  une  des 
racines  de  Téquation  propofée  ,  &  les  deux 
autres  fe  trouveront  en  divifant  Téquatioa 
par  x — 3. 

X — 3)^'  — 6xX'^i'^x — 12  (^xx — 3x-|-4 


;c^- 

—■^xx 

— ^xx-^i  3^: — 12 
— 3XX-J-  <^x 

4X — ^12 
4x — 12 

Q. 
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Et  en  égalant  à  o  le  quotient  xx — 3^+4  ; 

l'on    a   XX=::\X 4  ,    &    .T=:^-|-\/^  — i^ 

J  T'  2  —  ♦'44 

=  -+V — -::^^'^""'^.  Ce  font  les  deux  ra- 

2  —    »^  4  i 

eines  en  queftion ,  mais  elles  font  imagi- 
naires. 

749- 

Ceft  par  hafard  ,  comme  nous  l'avons 
remarqué  ,  qu'on  a  pu ,  dans  l'exemple 
précédent ,  extraire  la  racine  cubique  des 
binômes  trouvés  ,  &  ce  cas  n'a  lieu  que 
lorfque  l'équation  a  une  racine  rationnelle, 
&  que  par  conféquent  on  emploie  avec 
plus  de  facilité  ,  pour  trouver  cette  racine, 
les  règles  du  Chapitre  précédent.  Mais 
quand  aucune  racine  rationnelle  n'a  lieu , 
il  n'efl  pas  pofTible  au  contraire  d'exprimer 
autrement  la  racine  qu'on  trouve ,  qu'en 
fuivant  la  regle  de  Cardan  ;  de  forte  qu'il 
efl  impoflible  alors  d'appliquer  des  réduc- 
tions. Par  exemple ,  dans  l'équation  x' 
=6^-1-4  ?  ^^  ^  /=^  ^  ^=4  5  ^^  forte 
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que  ATr^y  i-j-i;/ — i  -j-  y  2  —  2^/ — i  , 
ce  qui  ne  peut  s'exprimer  d'une  manière 
différente  (*). 

(*)  On  a  dans  cet  ex^emple  — /^  plus  ffrm  que  ^j; 
ce  qui  eft  le  cas  très-connu  fous  le  nom  du  cas  irriduc- 
tihle  du  troißeme  degré  ,  &  qui  eft  d'autant  plus  remarqua- 
ble ,  qu'alors  toutes  les  trois  racines  font  toujours  réelles. 
On  ne  peut  dans  ce  cas  faire  ufage  de  la  formule  de 
Cardan ,  qu'en  y  appliquant  des  méthodes  d'approxima- 
tion ,  par  exemple  ,  en  la  transformant  en  une  férié  infinie,' 
M.  Lambert  a  donné  dans  l'ouvrage  cité  à  l'article  40, 
des  tables  particulières  qui  fervent  à  trouver  facilement 
les  valeurs  numériques  des  racines  des  équations  du  troi- 
fieme  degré  ,  tant  dans  le  cas  irréductible  que  dans  les 
autres  cas.  On  peut  aufli  employer  pour  cet  ufage  les 
tables  ordinaires  des  finus.  Voyez  V Aßronomie  fphcr'ujiie 
de  M.  Mauduit ,  imprimée  à  Paris  en  1765. 

Au  refte  il  ne  faut  pas  chercher  dans  cet  Ouvrage  de 
M.  Eulcr^  tout  ce  qu'il  y  avoit  à  dire  fur  les  réfolutions, 
foit  dire  êtes  ,  foit  approchées,  des  équations.  Il  avoit  à 
traiter  encore  trop  d'objets  curieux  &  importans ,  pour 
s'appefantir  fur  ces  matières  ;  mais  qu'on  confalte  l'HiJ- 
îoire  des  Mathématiques ,  V  Algèbre  de  M.  Clairaut,  le  Cours 
de  Mathématiques  de  M.  Ee^^^ut ,  &  les  derniers  volumes 
des  Mémoires  des  Académies  des  Sciences  de  Paris  & 
de  Berlin ,  on  y  trouvera  à  peu  près  tout  ce  qu'on  fait 
aujourd'hui  fur  la  réfoluîion  des  équations. 
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CHAPITRE     XIII. 

I}e  la  réfolution  des  Equations  du  quatrième 
degré. 


X-<' 


750. 


ORSC^UE  la  plus  haute  puilTance  de  la 
quantité  x  monte  au  quatrième  degré  ,  on 
a  des  équations  du  quatrième  degré  ^  &  la 
formule  générale  en  eft 

x""  -\-ax^  -^bxx^cx-\-d=zO. 
Nous  confidérerons  en  premier  lieu  les 
équations  du  qua.trieme  à&gxé  pures  ^  dont 
la  formule  eil  amplement  x^  =/,  &  dont 
oji  trouve  aufli-tôt  la  racine  en  prenant  de 
part  &  d'autre  la  racine  bi-quarrée ,  puif- 

cm'on  obtient  x^=:^ 


m- 

Comme  x*  eft  le  quarre  de  xx^  on  fe  fa- 
cilite beaucoup  le  calcul  en  commençant 
par  extraire  la  racine  quarrée  ;  car  on  aura 
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alors  XX -:=^  yf:  &  prenant  enfuite  de  nou- 
veau la  racine  quarrée,  on  a  x:::^\/\/f'j 

4  ■ 

de  forte  que  ^/fneïi  autre  cliofe  que  la 
racine  quarrée  de  la  racine  quarrée  de/T 

Si  on  avoir ,  par  exemple  ,  l'équation 
;â:'*  =1:2401 ,  on  auroir  d'abord  xx:=:^^^ ,  ^ 
après  cela  A-^^y. 

Il  eil  vrai  que  voilà  feulement  une  ra- 
cine ,  &  cependant  puifqu'on  trouve  tou- 
jours trois  racines  cubiques  ,  il  n'eft  pas 
douteux  que  quatre  racines  ne  doivent  avoir 
lieu  ici  ;  mais  rernarquons  que  la  méthode 
indiquée  ne  lailTe  pas  de  donner  en  effet 
ces  quatre  racines.  Car  dans  l'exemple  ci- 
deiïlis  on  a  non-feulement  a;— :4c),  mais 
aufîi  Ar=— 49  3  or  la  première  valeur  donne 
îbs  deux  racines  .rr^y  &  x^:^ — ^7,  &  la 
féconde  vakur  donne  x=y— 49=7^—1, 
&  x:=zz — y^. —  49:=: — ^7  y — I.  Et  voilà 
les  quatre  racines  quarre  quarrées  de  2401, 
îl  en  feroit  de  même  à  l'égard  d'autres 
^îiombres. 


640  Elément 
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Après  ces  équations  pures  viennent  dans 
Tordre  celles  où  le  fécond  &  le  quatrième 
terme  manquent,  &  qui  ont  la  forme  x'^ 
^fxx-\-g=:^o.  Elles  font  réfolubles ,  fui- 
vant  la  regle  ,  pour  les  équations  du  fé- 
cond degré  ;  car  ß  l'on  fait  xxzz=y ,  on  a 

XK+ir-f^— o,  o^jj^^—fy—g,  d'où 

l'on  tire 

or  xx=:y',  ainfi  x=:z±\/  zI^}Ùù:±s^  o\x 

les  fignes  doubles  +  indiquent  toutes  les 
quatre  racines. 

754- 

Mais  Cl  l'équation  contient  tous  les  termes 
pofliûles  ,  on  peut  toujours  la  regarder 
comme  le  produit  de  quatre  faveurs.  En 
eftet  fi  l'on  multiplie  entr'eux  ces  quatre 
fa8:eurs,  {x — p){x — ^)ix — r)(x — /), 
on  trouve  le  produit  x^  —  (/^~H^~h^H~/) 
x'  -Y{pq-\-pr-^pf-^-qr-\-qf^rf)  xx  —  {pqr 


ID    A    L    G    E    B    R    E.  641 

^pqf-Vp^f-\-  q^J)  ^  +p^^f-)  ^^  cette  formule 
ne  peut  devenir  égale  à  o ,  que  lorfqu'un 
de  ces  quatre  facleurs  eft  =^0.  Or  cela 
peut  arriver  en  quatre  manières  :  I.)  quand 
x^:=p ,  IL)  quand  x=^,  lîî.)  quand  x:z:i:/-, 
IV.)  quand  x:i:^fy  &  ce  font-îà  par  con- 
féquent  les  quatre  racines  de  l'équation. 

75  5- 

Si  nous  confidérons  cette  formule  avec 
quelque  attention  ,  nous  remarquons ,  dans 
le  fécond  terme  ,  la  fomme  des  quatre  ra- 
cines ,  multipliée  par  — x^  ;  dans  le  :roi- 
fîeme  terme ,  la  fomme  de  tous  les  produits 
poffibîes  de  deux  racines ,  multipliée  par 
XX  ;  dans  le  quatriem.e  terme ,  la  fomme 
des  produits  des  racines  multipliées  trois 
à  trois  ,  multipliée  par  — x  ;  enfin  dans  le 
cinquième  terme  ,  le  produit  de  toutes  les 
quatre  racines  multipliées  enfemble. 

756. 

Comme  le   dernier  terme   contient  le 
produit  de  toutes  les  racines ,  il  eil  clair 
Tome  L  S  s 
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qu'une  telle  équation  du  quatrième  degré 
ne  peut  avoir  une  racine  rationnelle  qui 
ne  foit  en  même  temps  un  divifeur  du  der- 
nier terme.  Ce  principe  fournit  donc  un 
moyen  facile  de  déterminer  toutes  les  ra- 
cines rationnelles ,  lorfqu'il  y  en  a  5  puif^ 
qu'on  n'a  qu'à  fabilituer  fucceflivement  à 
X  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  ,  jus- 
qu'à ce  qu'on  en  trouve  un  qui  fatisfafîe  à 
l'équation  j  car  ayant  trouvé  une  telle  ra- 
cine ,  par  exemple ,  x  :=^p ,  on  n'a  qu'à  ai-- 
"vifer  l'équation  par  x — p^  après  avoir  porté 
tous  les  termes  du  même  côté  ,  &  fuppofer 
enfjite  le  quotient  r=zo  ;  on  obtiendra  une 
équation  du  troineme  degré  ,  qu'on  pourra 
réfoudre  par  les  règles  données  cidefTus. 

757- 

Or  il  efl  abfolument  néceflaire  pour  cela 
que  tous  les  termes  confiftent  en  des  nom- 
bres entiers ,  &  que  le  premier  n'ait  que 
l'unité  pour  coefficient  ;  toutes  les  fois  donc    | 
que  Quelques  termes  renferment  des  frac» 
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tions ,  il  faudra  commencer  par  éliminer  ces 
frayions,  &  c'efl  ce  qu'on  peut  toujours 
faire  en  fubilituant ,  au  lieu  de  x  ,  la  quan- 
tité jk?  divifée  par  un  nombre  qui  renferme 
tous  les  dénominateurs  de  ces  fraftions. 
Par  exemple,  fi  l'on  a  l'équation  a,'*  —  ' 

^' -j~?-^-^H~4 -^"hlV^^^^  >  comme  on  y 
rencontre  des  fra61ions  qui  ont  pour  dé- 
nominateurs 2  ,  3  &  des  puiiTances  de  ces 
nombres ,  on  fuppofera  x=^^^,  Se  on  aura 

y'  —^y'  Jh  ^-^'^  —  ^^  J-  JL  —  o  éana- 
tion ,  qui  multipliée  par  6"  àevienty*  —}y^ 

Si  l'on  vouloit  chercher  maintenant  ü 
cette  équation  a  des  racines  rationnelles, 
il  faudroit  écrire  à  la  place  de  y  fuccef- 
fivement  les  divifeurs  de  72 ,  afin  de  voir 
dans  quels  cas  la  formule  fe  réduiroit  réel- 
lement à  0, 


Ss  ij 
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758. 

Mais  comme  les  racines  peuvent  être 
auîTi  bien  pofitives  que  négatives ,  il  fau- 
droit  avec  chaque  divileur  faire  deux  effais, 
l'un  en  fuppofant  ce  divifeur  poiitif ,  l'autre 
en  le  regardant  comme  négatif;  cependant 
une  nouvelle  remarque  en  difpenfe  fou- 
venr  (*).  Toutes  les  fois  que  les  (ignes  -j- 
&  —  fe  fuivent  régulièrement ,  l'équaiion 
a  autant  de  racines  pofitives ,  qu'il  y  a  de 
changem.ens  dans  les  fignesj  &  autant  de 
fois  que  les  mêmes  figues  reviennent  fans 
interruption ,  autant  l'équation  a  de  racines 
négatives.  Or  notre  exemple  contient  qua- 
tre changemens  de  fignes  &  aucune  fuccef- 
fion  ;  ainii  toutes  les  racines  font  poiitives, 
ik  on  n'a  pas  befoin  de  prendre  aucun  des 
diviieurs  du  dernier  terme  en  moins. 

(*)  Cette  regle  eft  générale  pour  les  équations  de 
tous  les  degrés  ,  pourvu  qu'il  n'y  ait  point  de  racia€S 
imaginaires  ;  les  François  l'attribuent  à  Defcartes ,  les 
Anglois  à  Harriot ;  'mais  M.  l'Abbé  de  Gua  eft  le  pre- 
ïnier  qui  en  ait  donné  une  démonftration  générale.  Voyez 
les  Mém,  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  ,  pour  1741^ 
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Soit  donnée  l'équation  x* -^fix^ — jxx 
—  Sat-J-i  2=:0. 

Nous  voyons  ici  deux  changemens  de 
fio-nes ,  mais  auffi  deux  fuccefiions  :  d'où 
nous  concluons  avec  certitude ,  que  cette 
équation  contient  deux  racines  pofitives  & 
autant  de  racines  négatives ,  qui  doivent 
toutes  être  des  divifeurs  du  nombre  ii. 
Or  ces  divifeurs  font  1,2,3,4,6,125. 
qu'on  effaye  donc  d'abord  x:=-j-i  ,  011 
parviendra  réellement  à  o  j  donc  une  des: 
racines  eft  Jt-^::!, 

Si  l'on  fait  enfuite  x= — i ,  on  trouve 

^i  —  2 — 7-j-8-[-i2^=ii- — 9=1  i;  aiï^^ 
x= — I  n'efl:  pas  une  des  racines.  Qu'on 
faiïe  après  cela  x=::^i  ,  on  trouve  de  nou- 
veau la  formule  =0 ,  &  par  conféquent, 
pour  une  des  racines  ,  x=::z:i  ;  mais^= — 2 
au  contraire  ne  fe  trouve  pas  être  une  ra- 
cine. Lorfqu'on  fait  enfuite  ^=3  ,  on  a 
8i-[-54— 63 — 24-j-i  2=r(5o  ,  c'eft  à-dire 

S  s  iij 
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que  cette  fuppofition  ne  fatisfait  pas  ;  au 
lieu  que  ;c=:^ — 3  ,  donnant  81  — 54 — 65 
-j-24-[-i2=:::o ,  cll:  évidemment  une  des 
racines  qu'on  cherche.  Enfin  ,  quand  on 
aura  eflayé  x:=^  —  4,  on  verra  pareille- 
ment l'équation  fe  réduire  à  zéro  -,  de  forte 
donc  que  toutes  les  quatre  racines  font 
rationnelles,  &  ont  les  valeurs  fuivantes: 
î.)x=^i,  II.);t  =  2,  IlL)-^=— 3,  IV.) 
x=::z — 4;  6c  conformément  à  la  regle  don- 
née ci-defTus ,  deux  de  ces  racines  font  po- 
sitives ,  &  les  deux  autres  font  négatives. 

7ÖO. 

Mais  aucune  racine  ne  pouvant  être  dé- 
terminée par  cette  voie ,  lorfque  les  ra- 
cines font  toutes  irrationnelles  ,  il  a  fallu 
fonger  à  des  expédiens  pour  exprimer  les 
racines  dans  ce  cas.  On  y  a  réuffi  au  point 
qu'on  a  découvert  deux  routes  différentes 
pour  parvenir  à  la  connoilTance  de  fem- 
blables  racines ,  quelle  que  foit  la  nature 
de  l'équation  du  quatrième  degré. 
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Il  fera  bon,  avant  que  d'expliquer  ces 
méthodes  générales  ,  que  nous  donnions 
les  folutions  de  quelques  cas  particuliers,, 
lefquelies  peuvent  fouvent  s'appliquer  très- 
utilement. 

761. 

Lorfque  l'équation  efl:  de  nature ,  quS 
les  coefficiens  des  termes  fe  fuivent  de  la 
même  manière ,  tant  dans  l'ordre  dire6l 
des  termes ,  que  dans  l'ordre  rétrograde  , 
comme  il  arrive  dans  l'équation  fuivaa-^ 
te(*): 

a:"*  -[- mx''  -|- îixx -J- 77ix --[- 1  nr  o , 
ou  dans  cette  autre  équation  qui  eft  plus 
générale  : 

(*)  On  peut  nommer  ces  équations  réciproques  ,  parce 
qu'elles  ne  changent  point  en  y  mettant  j  à  la  place  de 
X.  ïl  fuit  de  cette  propriété  que  fi  0,  par  exemple,  eft 
une  des  racines  ,  -j  en  fera  une  aulîi  ;  c'eft  la  raifon  pour- 
quoi ces  fortes  d'équations  peuvent  fe  réduire  à  d'autres 
équations  ,  dont  le  degré  eft  plus  petit  de  la  moitié.  M. 
de  Moivre  donne  dans  fes  Mlfcellanea  analytica ,  p,  71, 
des  formules  générales  pour  la  rédu£l:ion  de  ces  fortes 
d'équations  j  de  quelque  degré  qu'elles  folent. 

S  S  iv 
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x""  -^-'tnax^  -^naaxx~^ma^  x-^a*  :=zO» 
On  peut  toujours  regarder  une  telle  for- 
mule comme  le  produit  de  deux  fafteurs , 
qui  font  des  formules  du  fécond  degré  ,  & 
qu'on  réfout  facilement.  En  effet ,  qu'on 
repréfente  cette  dernière  équation  par  le 
prod uit  ( XX ~\-pax -^aa){ xx -|- ^ax -{- £za ) 
=  0  ,  oii  il  s'agifTe  de  déterminer  p  ^  q 
de  manière  qu'on  obtienne  l'équation  fuf- 
^ite,  on  trouvera,  en  effe(^uant  la  multi- 
plication, X* -\-{p-\-q)ax'^  -\-{pq-\-x) 
aaxx-\-{p-\-q)a^  x-^a*  =^0  ;  &  pour 
que  cette  équation  foit  la  même  que  la 
précédente,  il  faut  1°,  que  p-^q=z:m, 
2^.  que  pq^i=^n  y  &  par  conféquent 
que  pqz==:^n  —  2, 

Maintenant,  quarrant  la  première  de  ces 
égalités  ,  on  a  pp-\-ipq-^qqzz=:mm  ;  fi  on 
foullrait  de  ceci  la  féconde ,  prife  quatre 
fois,  ou  ^pq=4n  —  S  ,  il  relie  pp — ipq 
^qqzzzimm — 4«-|-8  ;  &  prenant  la  racine 
quarrée ,  on  trouve  p — -qzz^y  mm-^-j^n-\-%» 
Qï  p-\-qz=zm ,  on  aura  donc  par  l'addition , 
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tp-m^-\/mm-4n+%  ,  ou /?-^^"'^""^"^^ ; 
&  par  la  fouflra^tion ,  zq—m—ymm—^n-Y^ 
ou  ^—'"-^"^-4"^^  Ayant  donc  trouvé 
p  &i  q ,  on  n'a  plus  qu'à  fuppofer  chaque 
fa6leur  =:^  o  ;  afin  de  déterminer  les  valeurs 
de  x:  le  premier  donne  xx^pax-^aa 
:=::o,  ou  XX  =: — pax — aa  ^  d'où  l'on  tire 


x=:i — aZV"l ^^f   OU  :>^:=  —  TjIï 

aypp — 4;  le  fécond  fafteur  donne  x 
z^ — ^-{±\c^\/qq  —  4j  &  ce  font -là  les 
quatre  racines  de  l'équation  propofée. 

762. 

Pour  rendre  cet  article  plus  clair,  foit 
donnée  l'équation  x^  —  ^x^  —  t^xx  —  4% 
^iz=o.  Nous  avons  ici  a=zi  ,  mz=z — -4, 
;2= — 3  ;  par  conféquent  mm—4n-^^=:z'^6y 
&  la  racine  quarrée  de  cette  quantité  =6  j 
donc  p  =  ~±^=i  ,  &  ^  =  —  ^'=-5; 
de-là  réfultent  les  quatre  racines  I.)  &  II.) 

^=-i+i/_3=-îir^  ;  &  m.) 
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&  IV.)  x—\-\-\x/ii='-^,  c'eft-à-d. 

que  les  quatre  racines  de  Téquation  pro* 

pofée  font  : 

I.)x  =  ::i±^,        III.).v^lipî., 
IL);,^:!^,        IV.)  ^=-^^. 

Les  deux  premières  de  ces  racines  font 
imaginaires  ou  impoiïïbles  y  mais  les  deux 
dernières  font  poflibles  ;  puifqu'on  peut 
indiquer  y  ii  aufîi  exaftement  qu'on  le 
fouhaite,  en  exprimant  cette  racine  par 
des  fra8:ions  décimales.  En  efiet ,  21  étant 
autant  que  2 1 ,00000000  ,  on  n'a  qu'à  tirer 
la  racine  quarrée  ,  comme  il  fuit  : 

2 1  ]ooloc|oo|ocjool4, 5  8  2  5 
16 


^5 


500 
425 


90817^00 
17  2  64 
23600 


9162 


18324 


91645 


527600 
458225 

69375- 


d""  Ä    L    C    E    B    R    lEl  d?^  I 

Fuis  donc  que  yi  1=4, 5 82 5  ,  la  troi- 
fieme  racine  approche  d'affez  près  x 
=  4,7912,  8c  la  quatrième,  ;^^ ^=0,2087  j 
&  il  eût  été  facile  de  déterminer  ces  ra- 
cines avec  encore  plus  de  préciiion. 

R.emarquons  que  la  quatrième  racine 
étant  à  très -peu  près  ^  ou  j,  cette  valeur 
fati&fera  déjà  affez  exa6}ement  à  l'équation  j 
en  effet,  fî  Ton  fait  .r^=~,  on  trouve  ^^ 
— ^-j-inz:^  1  on  auroit  dû  trou- 

125  i5  5      I  625  ' 

ver  0,  mais  la  difFérence,  comme  on  voit^ 
n'eil  pas  grande. 

763. 

Le  fécond  cas  oii  une  réfolution  fem- 
blable  a  lieu  ,  efl  le  même  que  le  premier 
quant  aux  coefliciens  ,  mais  il  en  diffère 
dans  les  (îgnes  ;  car  nous  fuppoferons  que 
le  fécond  &  le  quatrième  termes  ayent  des 
fîgnes  diiTérens  j  une  telle  équation  ç,^ 
donc  ,  par  exemple  : 
X* ^\~max^  -\-naaxx  —  ma'  x^  -^a'^ z=zOy 
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qui  peut  erre  repréfentée  par  le  produit  ^ 

(^xx-^pax  —  aa)  {xx-\-qax  —  aa)ziz:^Q, 
Car  la  multiplication  réelle  de  ces  fadeurs 
donne 

x^  +  (/'+?)  ^^^  -^(P^  —  2,  )  aaxx — {p+q) 

quantité  qui  efl:  égale  à  la  formule  pro- 
pofée ,  fi  on  fuppofe  en  premier  lieu  /7-|-^ 
=  //z,  &  en  fécond  lieu /^^  —  2=^/z,  ou 
/^^^^/z-j-i  5  parce  que  de  cette  façon  les 
quatrièmes  termes  deviennent  égaux  d'eux- 
mêmes.  Qu'on  quarre,  comme  ci-defTus, 
la  première  équation,  on  aura  pp-^-ipq 
>^qq-^^mm ;  qu'on  foudraye  de  celle-ci 
la  féconde  prife  quatre  fois ,  ou  Apq^z^n 
»-j-S  ,  il  reliera  pp — i p  q -^  q  q=z2m  m 
—  4n  —  8;  la  racine  quarrée  eft  p  —  q 
=  y  mm — ^n — 8  ,  &  de-Ià  on  obtient  p 

donc  trouvé  p  8z  q ,  on  connoîtra  par  le 
premier  faôeur  les  deux  racines  x=:^ — ^ 

P^il^^-  \  PP~V 4 >  ^  P^î" Is  fécond  fa6leur 
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les  deux  racines  a::^ — ^  ^a-f  J-ay  ^^+4, 
c'eft-à-dire  qu'on  aura  les  quatre  racines 
de  l'équation  propofée. 

764. 

Soit  donnée  l'équation  x''  —  3.2x^-{-3 
.Sx-j-i  6^1:^0  5  nous  avons  a^=i  &c  /7z= — 3 , 
&  72=0  'y  ainiî  y  mm — 4/2 — 8::=!  ,  &  par 
conféquent 

Donc  les  deux  premières  racines  font  x 
:=i  + V  5  ,  &  les  deux  dernières  font  x 
^=2+V  8  ;  moyennant  quoi  les  quatre  ra- 
cines cherchées  feront:  I.)  x=i-\-\/ ^  ^ 
II.)A;i=ri— V  5  ,  lU.)x~i-]-^S  ,  IV.)  X 
=  2  —  y  8.  Par  conféquent  les  quatre  fac- 
teurs de  notre  équation  feront  Çx — i  — y/^) 
ix~I-\-^/'j)(x—l-~y'S){x—l~\-^S)^ 
&  leur  multiplication  effe61ive  produit  réel- 
lement cette  équation  ;  car  les  deux  pre- 
miers étant  multipliés  entr'eux  ,  donnent 
XX— IX — 4p  &  les  deux  autres  donnent 
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XX — 4x — 4  5  or  ces  deux  produits  multi- 
pliés pareillement  l'un  par  l'autre  y  font  x'' 
■ — 6x^  -\-i4x-^i6  y  ce  qui  efl  précifément 
l'équation  propofée. 


CHAPITRE     XIV. 

J?e  la  Kegle  de  Bombelli  ^  pour  réduire        j 
la  réfolution  des  Equations  du  quatrième 
degré  à  celle  des  Equations  du  troißeme 
degré, 

765. 


N. 


ous  avons  fait  voir  plus  haut,  com- 
ment on  réfout ,  par  la  regle  de  Cardan , 
les  équations  du  troifieme  degré  ;  ainfi  tout 
conlifle  principalement  ,  pour  les  équa- 
tions du  quatrième ,  à  en  réduire  la  réfo- 
lution à  celle  des  équations  du  troilleme 
degré.  C'eft  qu'il  n'e-l  pas  pofîibJe  de  ré- 
foudre  généralement  les  équations  du  qua- 
trième degré  fans  le  fecours  de  celles  du 
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trolileme,  vu  qu'ayant  même  déterminé 
une  des  racines  3  les  autres  ne  laifient  pas 
de  dépendre  d'une  équation  du  troiiieme 
degré.  Et  on  peut  conclure  de-là  qu'auiîi 
les  équations  de  dimenfions  plus  hautes, 
préfuppofent  la  réfolution  de  toutes  les 
équations  de  degrés  inférieurs. 

7Ö6. 

Or  il  y  a  déjà  quelques  fiecles  qu'ua 
Italien,  nommé  Bomhelliy  a  donné  une 
re^le  pour  cela  ,  que  nous  nous  propofons 
d'expliquer  dans  ce  Ciiapitre  (*), 

Soit  donnée  l'équation  générale  du  qua- 
trième degré,  x^ ^ax^ -^-hxx-^cx-^d 
irrzzOj  où  les  lettres  a  ,  /^ ,  c,  d  lignifient 
tous  les  nombres  imaginables.  Qu'on  fup- 
pofe  maintenant  que  cette  équation  foit  la 
même  que  celle-ci  ,  _(^xx-^\ax-\-py- 
' — ^(^^-j--^)*  =  0,  oii  il  s'agifîe  de  déter- 

(*)  Cette  méthode  appartient  plutôt  à  Louis  Ferrari.  On 
îa  nomme  improprement  la  regle  de  Bombelli ,  ainfi  qu'on 
attrijjüe  à  Cardan  U  méthode  imaginée  par  Scipion  Ferreo, 
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miner  les  lettres/»,  ^  &  r,  de  manière  qu'on 
obtienne  l'équation  propofée.  Si  on  range 
la  nouvelle  équation ,  on  aura 

x*-\-ax  -^-aax x~^   ^p-^~\~PP 

-]-    ipxx  —  zqrx  —  rr 

—  q  q  XX, 
Or  les  deux  premiers  termes  font  ici  déjà 
les  mêmes  que  dans  l'équation  donnée  -,  le 
troilîeme  terme  exige  qu'on  faffe  -  aa -j- 2/7 
• — qqz=:^b^  ce  qui  donne  qq:=^-  aa-\-ip 
—  h;  le  quatrième  term.e  indique  qu'on 
doit  faire  ap — iqr=:zc  ,  ou  iqrzzzzap  —  c; 
enfin  on  a  pour  le  dernier  terme  pp — rr 
=  dy  ou  rr=zpp — d.  Voilà  donc  trois  équa- 
tions qui  doivent  donner  les  valeurs  de 
p,  q  ßü  r, 

767/ 

La  manière  la  plus  facile  d'en  tirer  ces 
valeurs  eft  la  fuivante  :  qu'on  prenne  la  pre- 
mière équation  quatre  fois ,  on  aura  4  qq 
=zaa-\-Sp — 4/» y  cette  équation  multipliée 
par  la  dernière,  rr:=pp  —  d,  donne 

4qqrr 
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j^qcjrr=Sp^  -\-(aa  —  4^)pp — ^^^f  —  ^ 

Si  de  plus  on  quarre  la  féconde  équation, 
on  aura  4(jqrrz=:aapp — iacp-\-cc.  Ainfî 
nous  avons  pour  4(]qrr  deux  valeurs  qu'on 
peut  égaler  entr'elles ,  ce  qui  fournit  l'équa- 
tion Sp^ -\- (aa — 4b) pp — ^dp — d{aa — -4/^) 
:=.aapp — iacp-\-cc  ^  ou,  en  portant  tous 
les  termes  d'un  même  côté,  8/?^ — 4^pp 
'■^-{lac — ^d)p — aad-\~4hd — cc^^o  ,  équa- 
tion du  troifieme  degré  ,  qui  donnera  tou^ 
jours  la  valeur  de/?  par  les  règles  expofées 
plus  haut. 

768. 

Ayant  donc  déterminé  les  trois  valeurs 
de  p  par  les  données  a  ^  b  ^  c  ^  a  ,  ce  qui 
ne  demande  que  d'avoir  trouvé  une  feule 
de  ces  valeurs  ,  on  aura  aufli  les  valeurs 
des  deux  autres  lettres  q  Se  r^  car  la  pre- 
mière équation  donnera  (]=:^\/-aa+ip—b^ 
&  la  féconde  donne  rrrr:^^^''.  Or  ces  trois 
valeurs  étant  déterminées  pour  chaque  cas 
Tome  h  T  t 
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donné  ,  voici  comment  on  pourra  trouver 
enfin  les  quatre  racines  de  l'équation  pro- 
pofée  : 

Cette  équation  ayant  été  réduite  à  la 
forme  {xx-\-^-axpy  —  (^q x-\-rY  :=zo  ^ 
on  aura  {xx-\-^-cx^py  z:zz{qx-\-ry  ^ 
&:  en  tirant  la  racine,  xx-^-^-ax-^p^^qx 
-J-/-,  ou  hien  X X -^^- a X -^ p  =z — qx  —  r, 
La  première  équation  donne  xx=i(c[ — \a) 
X — p-\-r  -,  d*oü  l'on  peut  avoir  deux  raci- 
nes ;  &  la  féconde  équation  ,  à  laquelle  on 
peut  donner  la  forme  xx^=.  —  {q-\-\a) 
X — p — /-,  fournira  les  deux  autres  racines, 

769. 

EclaircifTons  cette  regle  par  un  exemple, 
6c  fuppofons  donnée  l'équation  x^  —  \ox^ 
-^'i^'^xx — 50Jc-|-24=o.  Si  nous  la  com- 
parons avec  notre  formule  générale  ,  nous 
avons  a= — 10,  ^^=35 ,  c:=^ — ^o,<fc=24, 
&  par  conféquent  l'équation  qui  doit  donner 
la  valeur  de  p  dix.  Sp^  —  i4opp-\-SoSp 
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' — 1540=0,  OU  ip^ — 3  5/7/?-[~^o^/' — 385 
=0.  Les  divifeurs  du  dernier  terme  font 
1 ,  5,7,  II,  &c.  Le  premier  i  ne  fatif- 
fait  pas  ;  mais  en  faifant/?;::!!:  5 ,  on  trouve 
250 — 875-|-iO]o — 385^=^0,  en  forte  que 
p=^<)»  Si  on  fuppofe  de  plus  p=:zj  ^  on 
trouve  686  —  1715-I-1414 — 385:=:=:o, 
marque  que  p^=^j  eft  la  féconde  racine. 
Il  rerte  à  trouver  la  troifieme  racine  :  qu'on 
divife  donc  l'équation  par  2  ,  pour  avoir 
/?'  —  ^Pp-\-ioïp — ~  z:i:zo ,  Sc  qu'on  con- 
fédéré que  le  coefficient  du  fécond  terme, 
ou  — ,  étant  la  fomme  de  toutes  les  trois 
racines ,  &  les  deux  premières  faifant  en- 
femble  i  2  ,  la  troifieme  doit  nécelTaire- 
ment  être^. 

Nous  connoifTons  par  conféquent  les 
trois  racines  en  queilion.  Mais  remarquons 
qu'une  feule  eût  fußi ,  parce  que  chacune 
donne  également  les  quatre  racines  de 
notre  équation  du  quatrième  degré. 

Ttij 
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770. 

Pour  le  prouver  ,  foit  d^abord  p='^  , 
nous  aurons  ^;=::y  25-I-10— 35  =:o,  & 
r=-r- — ^  ==::-.  Or  îieu  H  étant  détermine 

o  o 

par- là  ,  prenons  la  troiiieme  équation  rr 
^^PP — dz=^i<^ — 24=:::i  ,  de  fotte  que  a=ï; 
nos  deux  équations  du  fécond  degré  feront  : 

Y.^XX^:::::  ^X 4,   \\.^XX=  ^X 6, 

La  première  donne  les  deux  racines  x 

r=:=-2^  v^-,  OU  ;^  =  ^,  c'ell-à-dire  ^=4 

La  féconde  équation  donne  a:=^+  y - 
=^,  c'eft-à-dire,  xr=:3  &  x=2. 

Mais  fuppofons  maintenant  p=-7  ,  nous 
aurons  q=:\/ i^-\-i4  —  35  =2  &  /•:=: 
—  7£ji5o_, —  -  (J'q(j  réfultent  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  l.)xx=zjx 
— I  2 ,  \\.)xx=T,x — 2  ;  la  première  donne 
x=^+v/-,  ou  a:=^,  ainfî  ;<f=:4  &:  a: 
r=3  ;  la  féconde  fournit  la  rac^ine  x=\ 
^y'-^^^,  &  par  conféquent  x=^%,  & 
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x=:i  ;  de  forte  que  par  cette  féconde  fap- 
pofîtion  on  trouve  les  mêmes  quatre  ra- 
cines que  par  la  première. 

Enfin  les  mêmes  racines  fe  trouvent ,  par 
la  troifieme  valeur  de  p ,  =^-^.  Car  on  a 


dans  ce  cas  ^=y25--j-ii — 35=^^1,  & 
/■=  —  ^-^^z=: — ^  •  &  par-là  les  deux  équa- 
tions du  fécond  degré , 

\.)XX=:::6X 8,   \\.')XX:=.^X 3. 

On  tire  de  la  première ,  xz=zTj-^^ i  ,  c'eft- 
à-dire,  ;fc=;4  &  xz=.z  ;  &  de  la  féconde, 
x:=.i-\^y  i  ,  c'eft-à-dire ,  Ar=:3  &  x=i  ^ 
ce  qui  forme  encore  les  quatre  racines  trou- 
vées ci- devant. 

771- 

Soit  propofée  cette  autre  équation,  x* 
■ — i6x  —  12^=0,   dans  laquelle  azz=Oy 
hz=:o  ,  c= — 16,  ciz=i:  —  î2.  Notre  équa- 
tion du  troifieme  degré  fera,  ^P^-^-^^P 

• — 256=1=0,   OUp^~T-llp  —  32::r=0,  &  on 

peut  rendre  cette  équation  encore  plus  (im- 
pie, en  faifant /'r=2r  ;  car  on  a  alors  St^ 

Tt  iij 
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-f-24/ — 3  2n=o,  OU  t^~\-y  —  4=0.  Les 
divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2,  4. 
Une  des  racines  fe  trouve  être  tz=:i  •  donc 
p—i,  q—\/A,—  i,  & /■ci=^=:4.  Par 
conféquent  les  deux  équations  du  fécond 
degré  font  xx^=zz^x--\-^  ^  &  xx^=i — xx — 6, 
&  elles  fourniflent  les  racines  ;cr=:i+y  3 
&  xz=. — i  +  v — 5. 

77a. 

Nous  tâcherons  de  rendre  encore  plus 
familière  la  réfolution  dont  nous  parlons  , 
en  la  répétant  toute  entière  dans  l'exem- 
ple fuivant  : 

On  a  l'équation  x''  — ^x"^  -^xixx — i  ix 
-|-4=o  ,  qui  doit  être  contenue  dans  la 
formule  (^xx — 3x-|-/7)*  — (f-^-t-^)"^  ^=0  , 
dans  la  première  partie  de  laquelle  on  a 
mis  — 3;^,  parce  que  — 3  efl  la  moitié 
du  coefficient  — 6  du  fécond  terme  de 
l'équation  propofée.  Cette  formule  étant 
développée,  donne  x'' — 6;c'-|-(2/'-j-9 
• —  qq)  XX  —  (6/7-j-  2  qr)  x  -\-pp  —  rrz^  o  ,  à 
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comparer  avec  notre  équation ,  &  il  en 
réfulte  les  égalités  fuivantes  : 

lll.)pp  —  /-/-=4.  La  première  donne,  ^^ 
z^ip — 3  ;  la  féconde,  2qr=:=ii — 6p  ,  ou 
^rz=:6 — 3/7y  la  troifîeme  ,  rr^izpp  —  4. 
Multipliant  rr  par  ^^ ,  on  a  qqrr^=zp^ 
—  3/7? — S/j-j-iij  &  d'un  autre  côté,  Ci 
on  quarre  la  valeur  de  qr ,  on  a  qqrr=^'i,6 
— l^p-X'^pp i  ainfi  nous  avons  l'équation 
^P'  —  3/^/^—8/^+1 2=9^^—3 6/^+3 (^ ,  ou 
2/?' — i2/7p-j-28/> — 24=0,  OU  p^  —  6pp 
•-)-i4/7 — i2^:ro,  dont  une  des  racines  eft 
p=zi  •  &  il  s'enfuit  que  qq^^i  ,  q^=^i  Se 
^n=:;-^zzo.  Donc  notre  équation  fera  (xx 
— ^x-\-iy  =xx,  &  la  racine  quarrée  en 
fera  xx — '^x-\-i=:^^x.  Si  on  adopte  le 
fîgne  fupérieur,  on  a  xx:=4x — 2  ;  &  en 
admettant  le  figne  inférieur ,  on  obtient  xx 
z=ix — 2  ,  d'où  fe  tirent  les  quatre  racines 
x=i+y2y  &  x=i^y — I. 

''^^ 

Tt  iy 
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CHAPITRE    XV. 

D'une    nouvelle   méthode    de    résoudre    les 
Equations  du   quatrième   degré, 

111' 

JL^  ous  avons  vu  comment ,  par  la  regle 
de  Bombelli ,  on  réfout  les  équations  du 
quatrième  degré  par  le  moyen  d'une  équa- 
tion du  troifîeme  degré  ;  mais  on  a  trouvé, 
depuis  l'invention  de  cette  regle ,  une  autre 
voie  pour  parvenir  à  cette  réfolution  ;  & 
comme  cette  méthode  efl:  tout-à-fait  dif- 
férente de  la  première  ,  elle  mérite  d'être 
expliquée  féparément  (*). 

774. 

On  fuppofe  que  la  racine  d'une  équa- 
tion du  quatrième  degré  a  la  forme  x=\/ p 

(^)  La  méthode  dont  il  va  être  queftion  ,  appartient 
à  M.  EuUr  lui-même.  Il  l'a  expofée  dans  le  fixieme  vo- 
lume des  anciens  Commentaires  de  Pétersbourg. 
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H~V  H"'v  ^>  où  les  lettres  p^  q^  r  figni- 
fient  les  racines  d'une  équation  du  troißeme 
degré ,  ^^  — fVc\~gl — h::^o  j  en  forte  que 
pJ^q4^r—f,  pq-\-pr-^qrz=zg,  &  pqr=zk. 
Cela  pofé  ,  on  quarre  la  formule  adoptée, 
x=^\/ p-^y  q-\-\  r  ^  &  on  a  xx^:=p-\-q 
^r~\-iy  pq-\^zy  pr-^iy  qr ^  &  puifque 
p-^q-^rz^f  ^  on  a  xx — ß=:^x\/ pq-\-zy  pr 
-\-zyqrj  on  prend  de  nouveau  les  quarrés , 
&  on  trouve  x"^  —  ifxx-\-ff=^4pq-\-4pr 

»^4qr-\~S  yppq^-\-^  yp^9^~\^^  \  PV^'  ^^ 
4pq-^4pr-^4qrz=^4g ,  ainfî  l'équation  de- 
vient x'  —  ifxx~\-ff—4g=.%  ^/pqr  {^/p 
+V^+V'")j  mais  \/ p-j^y^ q-\-y^ r==zx  ^ 
&  pqrziz^hy  ou  y  pqr=iy  h  y  donc  on  par- 
vient à  l'équation  du  quatrième  degré  x*" 
—  ^fxx — %xyh--^ff~ — 4g=:^o  ,  dont  une 
des  racines  eil  furement  x  =::z  y  p -^^  y  q 
^  y  r,  &  où  /> ,  q  8i  r  font  les  racines  de 
l'équation  du  troiiieme  degré  ,   i^  — f^:^ 
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lis- 

L'équation  du  quatrième  degré ,  à  la- 
quelle nous  fommes  parvenus  ,  peut  être 
regardée  comme  générale ,  quoique  le  fé- 
cond terme  x^  y  manque  ;  car  nous  ferons 
voir  plus  bas  qu'une  équation  complette 
quelconque  peut  être  transformée  en  une 
autre  où  le  fécond  terme  foit  ôté. 

Soit  donc  propofée  l'équation  x*"  — axx 
— hx — c=o  ,  pour  en  déterminer  une  ra- 
cine. Nous  la  comparerons  avec  la  for- 
mule trouvée ,  afin  de  parvenir  aux  valeurs 
de/,  ^  &  Ay  il  faut  i''.  que  iß=.a ,  Sc 
f=^l',  2°.  que  S\/h=zl}y  ainfi  /z=^^; 
3^  que  j/— 4^=^  — c,  ou^-4^+c=o, 
ou-  aa-\-c==4g j  P^r  conféquent  que^r:::::— 
aa-\-'-c. 

'     4 

776. 

Puis  donc  que  Féquation  x* — axx — l>x 
■ — c=o ,  donne  les  valeurs  des  lettres  /, 
^  &  y^ ,  de  manière  que  f=^^  ^  ?  g='i^^^ 
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^--c,  &  h=^^bh ,OM^ h=z\ h,  on  îot' 
mera  de  ces  valeurs  l'équation  du  troifieme 
degré  {^  — fw~]~§î — ^=^0,  pour  en  cher- 
cher les  trois  racines  par  la  regle  connue. 
Et  il  l'on  fuppofe  ces  racines,  l.);^=i:^, 
IL)  :^=::zq  ,  III.)  {=r ,  il  faut  qu'une  des  ra- 
cines de  notre  équation  du  quatrième  degré 
foit  X  =  yp  -^  y  q  -^  y  r, 

111' 

Il  Temble  d'abord  que  cette  méthode  ne 
fournit  qu'une  feule  des  racines  de  l'équa- 
tion propofée  ;  mais  fi  on  réfléchit  que  cha- 
que figne  y  peut  être  pris,  tant  négati- 
vement que  poiitivement ,  on  fentira  fur 
le  champ  que  cette  formule  contient  même 
toutes  les  quatre  racines. 

Il  y  a  plus  ,  {i  on  vouloit  admettre  tous 
les  changemens  pofîibles  des  (ignés  ,  on 
auroit  huit  valeurs  différentes  pour  x ,  & 
cependant  quatre  feulement  peuvent  avoir 
lieu.  Mais  remarquons  que  le  produit  de 
ces  trois  termes,  qui  eil:  y  pqr y  doit  être 
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égal  à  ^h=:.\b^  &  que  Ç\\h  eft  pofitif, 
le  produit  des  termes  y/?,  yq  &  y/-, 
doit  pareillement  être  pofitif,  de  forte  que 
les  variations  admiffibles  fe  réduifent  aux 
quatre  qui  fuivent: 

I.)  x=z     ^pJ^^q-\^^r, 

II.)    x=z      y^p—y^q—y/r, 

III.)    x::z=. y/pJ^y/q — ^r^ 

IV.)  x==: — y  p — y  q-\-\/ f. 
De  même,  quand  |-^  eft  négatif,  on  a 
fimplement  les   quatre  valeurs  de  x  que 
voici  : 

I.)   xz=      ^p^^q—,^r, 

IL)    x:=i      y^p^r^qJ^^r^ 
III.)    x='-^ p-{-\/ q-]-\/ r , 

IV.)  ;>f= — v/7 — yq — y  r. 

Cette  remarque  nous  met  en  état  de  dé- 
terminer les  quatre  racines  dans  tous  les 
casj  l'exemple  fuivant  le  fera  voir. 


Jd'  A   L    G    E   B    R   E,  66^ 

778. 

Soit  propofée  Téquation  du  quatrième 
degré  x*  —  i^xx-\-6ox — ^6=^0,  dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque.  Si  nous 
la  comparons  avec  la  formule  générale , 
nous  avons  a=zi^  ,  ù=:z — 60  &  c=36, 
&  après  cehf^'i,  ^=.^^'  +  9='^',  & 
A===— j  moyennant  quoi  notre  équation 
du  troiiieme  degré  devient: 

ï  — 7-11  +  76  T—T—°- 
Pour  chaiïer  d'abord  les  fraftions,  fai- 

Ions  r  =  -;  nous  aurons- -'~^~r-^ 

.- — —  zi::o,  St  en  multipliant  par  le  plus 
grand  dénominateur,  u*  —  ^oiiu-\-j6<)ii 
• — 3600  =  0.  Il  faut  déterminer  les  trois 
racines  de  cette  équation  ;  elles  fe  trouvent 
toutes  trois  politives  ;  l'une  d'elles  eft  u^zzcf , 
&  en  divifant  l'équation  par  u  —  9,  on 
trouve  la  nouvelle  équation  uu — 41^+400 
=0  ,  ou  uuz=:  j^iu  —  400  ,  qui  donne  u 
:==^-l-  y^i^^ZlÉ^?  — 4^j  de  forte  que  les 
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trois  racines  font  w 3=^9  ,  r^  =1:^1 6,  &  «rr^ij. 
Par  conlequent 

i-)î-!,ii-)r=4,m.)î=^. 

Et  voilà  donc  les  valeurs  des  lettres/», 
q  Se  r,  c'eil-à-dire  que  p=^^  ,  q^=4  ,  r 
:=.—.  Maintenant,  fi  nous  faifons  atten- 
tion que  y pqrz=i:y/ h^=^ — ■^,  &  qu'ainfi 
cette  valeur  :=^^  eft  négative,  il  nous 
faudra,  pour  nous  conformer  à  ce  qui  a 
été  dit  à  l'égard  des  fignes  des  racines  y /?, 
y  q  &  v /-,  prendre  tous  ces  trois  radicaux 
en  moins  ,  ou  n'en  prendre  qu'un  feul  en 
moins  ;  &  par  conféquent ,  comme  y/ p 
=^i,  y  ^=2  &  \//-=^[,  les  quatre  ra- 
cines de  l'équation  propofée  fe  trouvent 
être: 

ii.)x=  \-^-^\=  2, 
iii.)^=-}+î+^=   3, 

IV.)a:=— i  — î  — i:=— <S. 

De  ces  racines  réfultent  les  quatre  fafteurs , 
(.V— i)(x— z)(^— })(a:+6)=o.     • 
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Les  deux  premiers ,  multipliés  enfemble , 
donnent  xx — 3-^-f-^  '  ^^  produit  des  deux 
derniers  eft  xx-^^x  — 18,  &  en  multi- 
pliant ces  deux  produits  l'un  par  Tautre  , 
on  trouve  exadement  l'équation  propolée. 

779- 

11  nous  rede  à  faire  voir  comment  une 
équation  du  quatrième  degré ,  dans  laquelle 
le  fécond  terme  fe  trouve  ,  peut  être  rranf- 
formée  en  une  autre  où  ce  terme  manque. 
Nous  donnerons  pour  cet  effet  la  regle  fui- 
vante. 

Soit  propofée  l'équation  générale  y* 
'^(ly^  -\~byy-\-<^y^d:=^o.  Qu'on  ajoute  à 
y  la  quatrième  partie  du  coefficient  du 
fécond  terme,  ou  bien  ^  a,  &  qu'on  écrive 
à  la  place  de  la  femme  une  nouvelle  lettre 
AT,  de  façon  que  y-^^a:=zx ^  Srpar  con- 
féquent  y^::^x  ~~-a;  on  aurajyy=.Yx — - 
a  x-\-\  aa.  y^z^izx^ — -  axx-\-~aax  —  ~ 
<z' ,  Sl  enfin  ce  qui  fuit  : 
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-\-ay=  ^ax^—^aaxx-{-^^a\v  —  -g^a* 
Jf-byyzi:.  '\-bxx    — \abx  -^-^aab 

-{-  cy=2  +CAr       —^ac 

+  d  =  +  d 


>=o. 


x*-\-  o   — \aaxx-\-ja^x  — Tu,^^ 
-\-bxx     — \abx  -^--^aab 
-tCx       —^ac 
4-  d 

On  a  donc  à  préfent  une  équation  ,  dans 
laquelle  le  fécond  terme  eft  ôté ,  &  à  la- 
quelle rien  n'empêche  d'appliquer  la  regle 
donnée  ,  pour  en  déterminer  les  quatre  ra- 
cines. Après  quoi  ces  valeurs  de  x  étant 
trouvées ,  on  déterminera  facilement  celles 
dej/,  puifque  j)/=Ar  —  ^-a, 

780, 

Voilà  où  on  efi:  parvenu  jufqu'à  préfent 
dans  la  réfolution  des  équations  algébriques  j 
c'eft  inutilement  qu'on  s'eft  donné  beaucoup 
de  peines  pour  réfoudre  de  la  même  ma- 
nière les  équations  du  cinquième  degré  & 

de 


D^A    L    G    E    B    R    E,  ^75 

de  dimendons  plus  élevées  ,  ou  pour  les 
réduire  du  moins  à  des  degrés  inférieurs  ; 
de  forte  qu'on  n'efl  pas  en  état  de  donner 
des  règles  générales  pour  trouver  les  ra- 
cines des  équations  qui  pafTent  le  quatrième 
degré. 

Tout  ce  qu'on  a  eu  de  fuccès  ne  s'étend 
qu'à  des  cas  très- particuliers  j  le  principal 
de  ces  cas  eft  celui  où  une  racine  ration- 
nelle a  lieu  ;  car  on  la  trouve  facilement 
par  la  méthode  des  divifeurs  ,  parce  qu'on 
fait  qu'une  telle  racine  doit  toujours  être 
fafteur  du  dernier  terme  ;  le  procédé ,  au 
relie ,  eft  ie  m.ême  que  celui  que  nous  avons 
enfeigné  pour  les  équations  du  troiiieme  Or 
du  quatrième  degré. 

781. 

Il  fera  cependant  néceflaire  d'appliquer 
encore  la  regle  de  Bombelli  aufîi  à  une 
équation  qui  n'ait  point  de  racines  ration- 
neMes. 

Soit  donnée  réquation  v** ^-^y'  "^"^Ayy 
Tome  /,  V  V 
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-j-4j — %z=zo.  Il  faudra  commencer  par 
retrancher  le  (ècond  terme  ,  en  ajoutant  le 
quart  de  fon  coefficient  à  j,  en  iuppofant 
y — 2i=jr,  &  en  fubilituant  dans  l'équa- 
tion ,  au  lieu  àe y  fa  nouvelle  valeur  x-^i , 
au  lieu  à^  yy  la  valeur  xx-\-jx-\-4 ,  & 
au  lieu  de  j^  la  valeur  x^ '-^6xx~\-iix 
*-\-S.  Et  faifant  de  même  à  l'égard  de  y*  y 
on  aura  : 

y'^^zx* -\-2x'^  4-i4XX-\-^ix-\-i6 
: —  ^y^  =^  — Sx^  —4Sxx—^6x—64 
'^l4yy=  '\-l4Xx-]-':6x-\-'j6 

+  47    =  +  4-^+  8 

•—  S     —  <      -  8 

x'*-}-    G    —lOXX—    4X-^    O—O, 

Cette  équation  étant  comparée  avec 
notre  formule  générale,  donne  a=^iOy 
S  =^4^  c  =  —  8  j  d'où  nous  concluons  que 
f=^,gj'i,  k='-&c^/t  =  '-;  que  le 
produit  y  pqr  fera  politif  ;  &  que  c'efl  de 
l'équation  du  troifieme  degré  ^'  — 5{{+-^ 
:[  —  -  =  o,  qu'il  faut  chercher  les  trois  ra- 
cines p y  q^  r^ 
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Retranchons  d'abord  les  fra6Hons  de  cette 
équation.  Si  nous  faifons  {^=^,  nous  avons, 
après  avoir  multiplié  par  8 ,  l'équation  w' 

—  louu-^-iju — 2:=^ G,  où  toutes  les  ra- 
cines font  pofitives.  Or  les  divifeurs  du 
dernier  terme  font  i  &  2  j  (1  nous  effayons 
par  uzz^i ,  nous  trouvons  1  — 10 -[-17 — 2 
r::i:  6  ',  ainft  l'équation  ne  fe  réduit  pas  à 
zéro;  mais  en  eflayant  par  u^zi,  nous 
trouvons  8 — 40 -j-}  4  —  2^=ro_,  ce  qui  fa- 
tisfait  à  l'équation ,  &  donne  à  connoître 
que  n=i  eil  une  des  racines.  Les  deux 
autres  fe  trouveront  en  divifant  par  u — 2 , 
comme  de  coutume;  le  quotient  i/u  —  Su 
-f-i=o  donne  w^:=:8r/ — i ,  &  u=^4^y  1 5. 
Et  puifque  {=^" ,  les  trois  racines  de  l'é- 
quation du  troifieme  degré  font,  l.):^z:^p 

—  1  ,  il.;  .^ — ^ —    ^— ,  iii.;|  —  r — —^, 
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Ayant  donc  déterminé/?,  ^,  r,  nous 
avens  au/îi  leurs  racines  quarrées  ,   favoir: 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut,  (675  , 
676),  que  ia  racine  quarrée  de  a^\/ b , 
quand  \/ aa — hz==zc ,  s'exprime  par  y  a-^)/b 
r=  y  ^i^  +  y  ^^  j "ainfi ,  comme  dans  notre 
cas  ^=8  &  .\/ b=ii\/ iK  j  &  que  par 
conféquent  bz=::z6o  &  c:i:^2j  nous  avons 

v/8-j-2v/i5=ï/5+v/3  5&  \/8  — 2V/I5 
i=)/5— v/3. 

Or  nous  avons  maintenant  \/p=^  r  , 
v/y=^:ifi,  &  »z.^!^;  donc,  puif- 
que  nous  favons  auiîî  que  le  produit  de 
ces  quantités  eft  pofitif ,  les  quatre  valeurs 
de  X  feront  celles-ci: 

II.)  .^  y  p-y'q-  ^,^,_^-_î;ja-i 

—''■—Vu 
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iiî.)  x^-vpwr'V^=^- 1 + '^i^^^^^p^ 

^-i  +  v/3, 

Enfm,  comme  nous  avions  y=x-j-iy 
les  quatre  racines  de  l'équation  propoiee 
font: 

^')y^yWs>    in.).j-H-V3, 


CHAPITRE    XVI. 

De  la   réfolution   des  Equations  par  des 
approximations, 

7^4* 

ijORSQUE  les  racines  d'une  équation  ne 
font  pas  rarionuelles ,  foit  qu'on  puiiTe  les 
exprimer  par  des  quantités  radicales ,  foit 
qu'on  n'ait  pas  même  cette  refTource,  com- 
me c'eil  le  cas  pour  les  équations  qui  paßent 
le  quatrième  degré  ,  on  efl:  obligé  de  fe 

Vv  iij 
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comenter  de  déterminer  leurs  valeurs  par 
des  approximations,  c'eii-à-dire  par  des 
voies  qui  font  qu'on  approche  toujours 
davantage  de  la  vraie  valeur ,  jufqu  a  ce 
que  Terreur  puiffe  être  cenfée  nulle.  On  a 
propofé  différentes  méthodes  de  cette  ef^ 
pece,  nous. allons  détailler  les  principales. 

785. 

Le  premier  moyen  dont  nous  parlerons  , 
Tuppofe  qu'on  ait  déjà  déterminé  afTez  exac- 
tem>ent  la  valeur  d'une  racine  (*)  ;  qu'on 
fache,  par  exemple,  qu'une  telle  valeur 
furpafie  4  ,  &  qu'elle  efl  plus  petite  que  5. 
Dans  ce  cas ,  fi  l'on  fuppofe  cette  valeur 
=:=  4 --[-/;  ,  on  eil  sûr  que  p  exprime  une 
fraftion.  Or  fi  p  eil  une  fra6lion ,  &  par 
conféquent  moindre  que  l'unité ,  le  quarre 

(*)  Cette  méthoc'e  efl  celle  que  Newton  :i.  àonrike  au 
commencement  de  fa  méthode  des  fluxions.  En  l'appror 
fondiiTant  on  lat'-ouve  fajette  à  différentes  imperfeftions: 
c'efl  pourquoi  on  y  fubftituera  avec  avantage  la  méthode 
que  M.  de  la  G'-an^e  a  donnée  dans  les  Mémoires  dé 
Berlin,  pour  les  années  1767  &  68. 
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de  p ,  fon  cube  ,  &  en  général  toutes  les 
puiiîances  plus  hautes  de  p ,  feront  encore 
beaucoup  plus  petites  à  l'égard  de  l'unité  , 
&  cela  fait  que  ,  puifqu'il  ne  s'agit  que 
d'une  approximation  ,  on  peut  les  omettre 
dans  le  calcul.  Quand  on  aura  donc  dé- 
terminé à  peu  près  la  fraftion  p ,  on  con- 
noîtra  déjà  plus  exadement  la  racine  4-\-p; 
on  partira  de-là  pour  déterminer  une  nou- 
velle valeur  encore  plus  exa61e  ,  &  on  con- 
tinuera de  la  même  manière  ,  jufqu'à  ce 
qu'on  ait  approché  de  la  vérité  autant  qu'on 
le  fouhaitoit. 


^ 


786. 


) 


Nous  éclaircirons  cette  méthode  d'abord 
par  un  exemple  facile,  en  cherchant  par 
approximation -la  racine  de  l'équation  xx 

C=20. 

On  voit  ici  que  x  eft  plus  grand  que  4 
&  plus  petit  que  5  ;  en  coftféquence  de 
cela  on  fera  xzzz^-^p  ,  &  on  aura  xxz=.  1 6 
vj-8/7-j-/'/7=20  5  mais  comme  pp  eft  très- 

Vv  iv 
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périt ,  on  négligera  ce  terme  pour  avoir 
feulement  l'équation  i6-J-8/?=20,  ou  8/> 
=  4  ;  elle  donne  p^^^"^  d>c  x-=.^~^  qq  qui 
approche  déjà  beaucoup  plus  de  la  vérité. 
Si  donc  on  fuppofe  à  préfent  x  :=z  j^- -\-p -^ 
on  efl:  {lîr  que  /?  fignifie  une  fraftion  en- 
core beaucoup  plus  petite  qu'auparavant, 
^  qu'on  pourra  négliger  pp  à  bien  plus 
forte    raifon.    On   aura   donc   xx-=.zo- 

>  4 

^9^=20,  ou  9/?  =  —  -,  &  par  confé- 
çiuemp=—^',  donc  ^'=1:4^-  — p- =4^. 
Que  (î  l'on  vouloit  approcher  encore 
davantage  de  la  vraie  valeur ,  on  feroit 
sf=zA^-\-p^  &  on  auroit  xx=:iio-^, 
H-^iz/^iO;  ainfi  8li^:=:.  — ^^,   322/7 

—       71^6 —       7s  »^/^  —  Z  36.322" 


1IÎ92- 


Donc  xz=:a—^ —-z^zA^^^-.  valeur  qui 

^36      iiy^i      ^11592'  ^ 

approche  fi  fort  de  la  vérité  ,  qu'on  peut 
avec  confiance  regarder  l'erreur  comme 
nulle. 
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Généralifons  ce  que  nous  venons  d'ex- 
pofer,  en  fuppofant  que  l'équation  donnée 
foit  xxz=::^a ,  &  qu'on  fache  d'avance  que  x 
ait  plus  grand  que  n ,  mais  plus  petit  que 
72 -[-I.  Si  après  cela  nous  fuppofons  xzz^n 
^p ,  en  forte  que  p  doive  être  une  frac- 
tion ,  &  que  pp  puilTe  fe  négliger  comme 
une  quantité  très -petite,  nous  aurons  xx 
:=:znn-^inp^^^a  ;  ainfi  inp=.a  —  nn  ^  & 
pzn^^^  ;  par  conlequent  x=:zn-\ — ~ 
___  nn_^  ^  Or  ß  ;2  approchoit  déjà  de  la  vraie 
valeur ,  cette  nouvelle  valeur  "-^  en  ap- 
prochera encore  beaucoup  plus.  Ainfi  en 
la  fubftituant  à  ;z ,  on  fe  trouvera  encore 
plus  près  de  la  vérité  ;  on  aura  une  nou- 
velle valeur  qu'on  pourra  fubftituer  de  nou- 
veau ,  afin  d'approcher  encore  davantage; 
&  on  pourra  continuer  le  même  procédé 
aulli  loin  au'on  voudra. 

Soit,  par  exemple,  a^=zi  ^  c'eft-à-dire 
qu'on  demande  la  racine  quarrée  de  2  ;  fi 
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on  connoît  déjà  une  valeur  alTez  appro- 
chante ,  &■  qu'on  l'exprime  par  n ,  on  aura 
une  valeur  de  la  racine  encore  plus  ap- 
prochante, exprimée  par^^.  Soit  donc 
I.)  ;2=zi  ,   on  aura  AT^nr^, 
II.)  n  =  ^-^    on  aura  ;fi=rJJ, 
III.)  n^~,  on  aura  -^^^ ^gj 
&  cette  dernière  valeur  approche  fi  fort 
de  yi ,  que  fon  quarre  ^^-^ne  diffère  du 
nombre  2  que  de  la  petite  quantité  j^-^  , 
dont  il  le  furpaiïe. 

788. 

On  pourra  procéder  de  la  même  ma- 
nière ,  quand  il  s'agira  de  trouver  par  ap- 
proximation des  racines  cubiques  ,  quarré- 
quarrées ,  &c. 

Soit  donnée  l'équation  du  troifieme  de- 
gré ,  x'^  ^=.a  y  &  qu'on  fe  propofe  de  trou- 
ver la  valeur  de  y  a.  On  fuppofera ,  fâ- 
chant qu  elle  eft  à  peu  près  n ,  que  x^:^n 
^p  i  on  aura ,  en  omettant  pp  ^  p^  ^  at' 
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^=f^' -\-'^nnp=za  ;    ainii    '^nnp=za  —  n\ 

oz  p^=:^ ;  donc  x=^ .bidonc 

^  'i,nn  yin 

n  efl  de  fort  près  =  \  a ,  la  formule  que 
l'on  vient  de  trouver  en  approchera  en- 
core beaucoup  plus.  Mais  pour  une  pré- 
cifion  encore  plus  grande ,  on  pourra  la 
fubftiruer  à  fon  tour  à  la  place  de  ;: ,  & 
ainfi  de  fuite. 

Soit,  par  exemple,  x^=:r2,  &  qu'on 

veuille  déterminer  y  2.  Si  n  approche  de 

■près  le  nombre  cherché ,  la  formule • 

*  3  nn, 

exprimera  ce  nombre  encore  de  plus  près; 

qu'on  faffe  donc 

I.)  n-zz:^\  ,  on  aura  x=j, 
.)  /z^=7,  on  aura.  x=z—, 
.)  /2^=:i  — ,  on  aura  a:  =  ^^~P^=5, 

789. 
On  emploie  cette  méthode  avec  le  même 
fuccès ,  pour  trouver  par  approximation 
les  racines  de  toutes  les  équations. 
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Suppofons ,  pour  le  faire  voir  ,  qu'on  ak 
l'équation  générale  du  troi(îeme  degré, 
x^  -^axx~\-0x-\-cz:=zo  ,  OÙ  n  approche 
déjà  beaucoup  d'une  des  racines.  Faifons 
x=zn-^pi  & ,  puifjue  p  fera  une  fra61ion , 
négligeant  les  puilTances  de  cette  lettre 
plus  hautes  que  le  premier  degré  ,  nous 

aurons  XX::=.nn l/Z/?,  &  X^  zz:::.?!^ '^^PPy 

d'où  réfulte  l'équation  rv' — -i^nnp -\^ amt 
—  lanp-^hn  —  ^^-^ -j- c  =::;: o  ,  ou  n^ -\-an?i 
^bn-^c=:^^nnp-^ianp~j-hp  =  (  3/2«  -\-ian 

+  t?)pj  3.iniip= j —-T-T-^  ^^ 

/■n^  -^ann-\-hn-\c\ 2/2'  ^ann—c 

V  -i^nn^ian-^b  ^  yin-\-ian-\-b* 
Cette  vaieur ,  qui  eft  déjà  plus  exafte  que 
la  première  ,  étant  fubftituée  à  la  place  de 
n ,  en  fournira  une  nouvelle  encore  plus 
exaéle. 

790- 

Soit,  pour  appliquer  ce  procédé  à  un 
exemple,  x^ -'^^xx-j-xx — 50:^^:0,  oîi 


1>^  A   L    G    E   B    R   e:  68  <y 

a=zi ,  /^=3  &  €==: —  ço.  Si  72  eft  cenfé 
approcher   de   près   une   des  racines  ,   x 

2/2' -|-2/Z/Z -}- «»O        r  1 

:= ^-~. \—^~  9  lera  une  valeur  en- 

core  plus  proche  de  la  vraie.  Or  la  valeur 
x=z^  n'étant  pas  éloignée  de  la  véritable, 
nous  ruppüferons  n=^.-^  ,  &  nous  trouvons 
Ar=  — .  Oiie  (i  nous  écrivions  cette  nou- 
veile  valeur  à  la  place  de  n  ,  nous  en  trou- 
verions une  autre  encore  plus  exa6]:e. 

791- 

Nous  ne  donnerons  pour  les  équations 
des  degrés  fupérieurs  au  troiiieme  ,  que 
l'exemple  fuivant: 

Soit    X^  =:::6x-\~10  ,    OU    X^  6x lO 

;:=o,  où  on  Remarque  facilement  que  i 
eft  trop  petit ,  &  que  2  eft  trop  grand.  Or, 
fî  x=:^n  eft  une  valeur  afîez  proche  de  la 
vraie,  &  qu'on  fafle  x=::n-]-p ,  on  aura 
x^  z::^ n^ -'-y^  ^f  71* p  ,  &  par  conféquent  n'' 
-^  ^n* p=z6n-\-6p-]'io  ,   ou   ^  n"^ p  —  6p 

,  5  T^  (5/2 +  10 n' 

=  6/2-4-10'—«   ,    Donc  p:=: . y— 


6/ 
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c  4/z"^  -4- 1  o     ^  ,      ^        . 

oc  xz=.  — -^ — — .    Ou  on  luppole  «=1 , 

5/2    — 6        ^  i^r  y 

on  aura  x=^~:==z  — 14;  cène  valeur  eft 
tout-à-fait  impropre ,  &  cela  vient  de  ce 
que  la  valeur  approchée  de  n  étoit  de  beau- 
coup trop  petite.  On  fera  donc  /z^^i ,  & 
on  aura  .rz=^^  =  j|,  valeur  qui  s'écarte 
beaucoup  moins  de  la  vraie.  Si  on  fe  don- 
noit  la  peine  de  fubflituer  maintenant ,  au 
lieu  de  ;z  ^  la  fraélion  p ,  on  parviendroit 
à  une  valeur  encore  bien  plus  exa6le  de 
la  racine  x, 

79^- 

Voilà  la  méthode  la  plus  ordinaire- pour 
trouver  par  approximation  les  racines  d'une 
équation  ,  &  elle  s'apphque'utilement  dans 
tous  les  cas. 

Nous  allons  indiquer  cependant  une  autre 
méthode ,  qui  mérite  attention  à  caufe  de 
la  facilité  du  calcul  (*).  Le  fondement  de 

(*)  La  méthode  d'approximation  qui  luit,  fe  fonds 
fu,r  la  théorie  des  fériés  qu'on  nomme  récurrentes ^  &  qui 
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tette  méthode  confifte  à  déterminer  pour 
chaque  équation  une  fuite  de  nombres , 
comme  a,  b,  c,  &c.  tels  que  chaque  terme 
de  la  iliite,  divifé  par  le  précédent,  indique 
la  vaieur  de  la  racine  d'autant  plus  exac- 
tement ,  qu  on  aura  continué  plus  loin  cette 
fuite  de  nombres. 

Suppofons  que  nous  foyons  parvenus  déjà 
aux  termes/?,  ^,  ^j/,  ^5  &c.  il  faudra  que 
-indique  la  racine  x  déjà  affez  exa8:ement, 
c'ell-à-dire  qu'on  ait  à  très-peu  près^:=A:. 
On  aura  de  même -  =  ^  ,  &  la  multipli- 
cation des  deux  valeurs  donnera  ^  ^==  x  x. 

ont  été  imaginées  par  M.  de  Moivre.  On  doit  cette  mé- 
thode à  M.  Daniel  BernouUi ,  qui  l'a  donnée  dans  les 
anciens  Commentaires  de  Pétersbourg  ,  tom.  III.  Mais 
M.  Euler  la  préfente  ici  fous  un  point  de  vue  un  peii 
différent.  Ceux  qui  fouhaiteront  d'approfondir  ces  ma- 
tières,  peuvent  confalter  les  chapitres  xiii  &  xvii  du 
premier  volume  de  Vlntrod.  in  anal.  inf.  de  notre  célèbre 
Auteur  :  Ouvrage  excellent  ,  dans  lequel  plufieurs  des 
matières  traitées  dans  cette  première  partie  ,  &  beaucoup 
d'autres  qui  font  pareillement  relatives  aux  Madiém.ati- 
ques  pures,  font  développées  avec  autant  de  clarté  que 
de  profondeur. 
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De  plus,  comme  {=;c,  on  aura  auffi  =^ 
:=:zx^  ;  enfuite  ,  puifquejii^x  ,  on  aura- 
:=zx*  y  Se  ain{î  de  fuite. 

793- 

Afin  de  nous  expliquer  mieux  fur  cette 
méthode  ,  nous  commencerons  par  l'équa- 
tion du  fécond  degré  xx=:^x~\-i  ,  dz  nous 
fuppoferons  que  dans  la  férié  ci-delTus  fe 
préfentent  les  termes  p ,  ^ ,  ^^  f,  t ,  &c. 
Or.  comme ^  =  a:,  &.-=:zxx.  nous  ob- 
tiendrons  l'équation -=^^-[-1 ,  ou  ^-\~p=r» 
Et  comme  nous  trouvons  de  la  même  ma- 
nière que  f=r-^-q ,  &  t=f-]-r:  nous  en 
concluons  que  chaque  terme  de  notre  fuite 
eft  la  fomme  des  deux  termes  précédens  ; 
de  forte  qu'ayant  les  deux  premiers  termes, 
on  eft  en  état  de  continuer  facilement  la 
fuite  auffi  loin  qu'on  voudra.  Quant  à  ces 
deux  premiers  termes ,  on  peut  les  prendre 
à  volonté  ;  fi  nous  fuppofons  donc  qu'ils 
foient  o ,  I  ,  notre  fuite  fera  o ,  i ,  i ,  2 , 

3î 
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3,  5,8,  13,  21 ,  34,  55 ,  89,  144,  &c. 
&  telle  que ,  (î  on  en  divife  un  terme  quel- 
conque par  celui  qui  le  précède  immédia- 
tement ,  on  aura  une  valeur  de  x  d'autant 
plus  approchante  de  la  véritable,  qu'on 
aura  choili  un  terme  plus  éloigné.  L'erreur, 
à  la  vérité  ,  eil  très -grande  au  comimen- 
cement  ;  mais  plus  on  avance  ,  &  plus  elle 
diminue.  Voici  la  fuite  de  ces  valeurs  de  x , 
dans  Tordre  où  elles  s'approchent  toujours 
davantage  de  la  véritable  : 

'-^,  ^^  &c. 

Si ,  par  exemple ,  on  fait  ;cr=:^,  on  a 
iT^  =  7? +  !  =  :§.  où  l'erreur  n'eil  que  de 
~  :  les  termes  fuivans  la  donneroient  en- 
cote  plus  petite. 

794. 

Confidérons  auili  l'équation  xx:=^ix^i^ 
&  puifque   toujours  ;tr=^,  &  xx=:z-, 
nous  aurons  -  :^:^— -)-i  ,  ou  r=iq~\-pj 
Tome  L  X  X 
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d'où  nous  concluons  que  le  double  de 
chaque  terme  ajouté  au  terme  précédent, 
donne  le  terme  fui  vaut.  Si  nous  commen- 
çons donc  encore  par  o ,  i  ,  nous  aurons 
la  férié: 

o ,  1 ,  2 ,  5 ,  I  2 ,  29 ,  70 ,  1 69 ,  408  ,  &c. 
d'où  il  s'enfuit  que  la  valeur  cherchée  de  x 
fera  exprimée  de  plus  en  plus  exaftement 
par  les  fraftions  fuivantes  : 

I        a       l       13       19      2?      1^9       408       o^ 

^ Ö'    T'    2>     5  »     11»    29'     70-»     169'    ^^' 

lefqueiles ,  par  conféquent ,  approcheront 
toujours  davantage  de  la  vraie  valeur  x 
rz=i-l-y  2;  de  forte  que  fi  on  retranche 
de  ces  fraftions  l'unité ,  la  valeur  de  yi 
fe  trouvera  exprimée  de  plus  en  plus  exac- 
tement par  les  frayions  : 

*      i     l     Z.     iZ     IL     22     iI9     Rtc 

Ö»    1  '    2  '    s  '    12'    29»    70-'    169»    '^'- 

Par  exemple  ,  ^  a  pour  quarre  ^^^  ,  ce 
qui  ne  diffère  que  de  -^^  du  nombre  2. 

795- 

Cette  méthode  n'eft  pas  moins  appli- 
cable aux  équations  qui  ont  un  plus  grand 
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nombre  de  dimenfions.  Si  l'on  a,  par  exem- 
ple, l'équation  du  troiiieme  degré  x^  :=:xx 
-|-2:v-j-i  ,  on  fera  x  =  -,  xx^=-,  &  x^ 
=  -,  &  on  aura /:=/---[- 2^ -|-/7 ,  par  oii 
l'on  voit  comment  ,   par  les  trois  termes 
/? ,  ^  &  r,  on  doit  déterminer  le  fuivant/V 
&  comme  le  commencement  eil  toujours 
arbitraire ,  on  peut  former  la  férié  qui  fuit  : 
0,0,  I,  I,  3,6,  13,  28,  60,  129,  &c. 
de  laquelle  réfultent  les  fra61ions  fuivantes 
pour  les  valeurs  approchées  de  x  : 

o        1        1        3        6        !•;         28        60         119       <?T^ 

-^  —  Ö»  Ö?  7'  F'  f'  T'  17'  zsy  T^  >  ^^' 
les  premières  de  ces  valeurs  font  prodigieu- 
fement  en  défaut  j  mais  fî  on  fubftitue  dans 
l'équation ,  au  lieu  de  ;f ,  ^  ou  — ,  on  trouve 

^^=^  +  ^  +  1.::^^^'',  oùrerreurn'ell 
343       49    I    7    >  343  ' 

que  de  ^3. 

796. 
Il  faut  remarquer  cependant  que  toutes 
les  équations  ne  font  pas  de  nature  à  pou- 
voir y  appliquer  cette  méthode  ;  &  particu- 
lièrement lorfque  le  fécond  terme  manque, 

Xx  ij 


692.  E   L    é    M   E   N    s 

elle  ne   peut   être   employée.    Car  foit  ^ 

par  exemple ,  ^-xi^i  j  ii  on  vouloit  faire 

;f  =  -  &  a:  X  :=  - ,  on  auroit  -  ^=:^  2  ,  ou  r 
p  p  ^  p  ^ 

=^ip,  c'eft-à-dire  /-^^o^-l-i/?,  d'où  ré- 
fulteroit  la  fuite 

I, 1^2,  2,4,4,8,  8, 1(3,  16,32^  328CC. 
de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure ,  parce 
que  chaque  terme ,  divifé  par  le  précédent, 
donne  toujours  x^riii  ,  ou  x:zzzi.  Mais  on 
peut  obvier  à  cet  inconvénient ,  en  faifant 
xzi^j — I  5  car  de  cette  façon  on  3.yj-J(^iy  — 
-4-iz:=2j  &  fi  l'on  fait  maintenant  y=^~ 
&  yy=-y  on  trouve  l'approximation  que 
nous  avons  déjà  donnée  ci-defTus. 

797- 

Il  en  feroit  de  même  de  l'équation  x^ 
z=z  2  ;  elle  ne  fourniroit  pas  une  telle  fuite  de 

nombres  qui  indiquât  la  valeur  de  yi. 
Mais  on  n'a  qu'à  fuppofer  xzzzzy — i  ,  afin 
d'avoir  l'équation y^  —  3JK7~f"3,y — i^^^i , 
ou  y^  ^^-^yy — 3j/-f-^j  car  faifant  à  préfent 
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-|-3/?,  moyennant  quoi  Fon  voit  comment 
trois  termes  donnés  déterminent  le  fuivant. 

Adoptant  donc  trois   termes  quelcon- 
ques pour  les  premiers ,  par  exem.ple  o , 
o,  I  ^  on  a  la  férié  que  voici: 
0,0,  1 ,  3  ,  6,  !2,  27,  63  ,  144,  324,  ^vC. 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  fuite 
donnent  yz—^—^  .r  =  -  :  &  cette  fra6tion 
approche  en  eiTet  afTez  de  la  racine  cubique 
de  2  ;  car  le  cube  de  -  efl  ^%  &  celui  de 

^ 64  • 

790. 

Il  faut  obferver  de  dIus,  au  fuiet  de  cette 
méthode  ,  que  lorfque  l'équation  a  une  ra- 
cine rationnelle ,  &  qu'on  choifit  le  com- 
mencement de  la  période  tel  que  cette  ra- 
cine en  réfulte  ,  chaque  terme  de  la  fuite , 
divifé  par  le  terme  précédent ,  donnera  éga- 
lement la  racine  exadlement. 

Pour  le  faire  voir,  foit  donnée  l'équa- 
tion xx^=zx-^i  y  dont  une  des  racines  eil 

Xx  iij 
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j:  =  2;  comme  on  a  ici,  pour  la  férié, 
Ja  formule  r=^^-l-ip ,  ü  on  prend  i  ,  i 
pour  les  deux  premiers  termes  ,  on  a  la 
fuite  1,  2,4,8,  i6,  31,  64,  &c.  qui 
eCi  une  progrelllon  géométrique  dont  i'ex- 
pofant  =2. 

La  n:eme  propriété  fe  prouve  par  l'équa- 
tion du  troitieme  degré  x^  z==xx-\'^x-\-^, 
qui  a  xz=z^  pour  une  des  racines.  Si  on 
fuppofe  les  premiers  termes  i  ,  3  ,  9  ,  on 
trouvera  ,  par  la  formule/:=r-[-3^-|-c)^, 
la  férié  i  ,  3^9,  ^7 ,  81,  243  ,  &c.  qui 
efl:  pareillement  une  progreflion  géomé- 
trique. 

799- 

Mais  lorfque  le  commencement  de  la 
fuite  s'écarte  de  la  racine ,  il  ne  faut  pas 
croire  qu'on  ira  du  moins  en  s'approchant 
de  cette  racine  ;  car  lorfque  l'équation  a 
plus  d'une  racine  ,  la  fuite  ne  donne  par 
approximation  que  la  plus  grande  racine  j 
on  ne  trouve  pas  une  des  moindres ,  à  moins 
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d'avoir  choiii  les  premiers  termes  conve- 
nablement pour  cet  eflet  -,  cela  s'éclaircira 
par  l'exemple  fuivant: 

Soit  l'équation  xx=4x — 3  ,  dont  les 
deux  racines  fontu:=:::i  &  x^-i^,  La  for- 
mule pour  la  fuite  efl  rz=.^q — 3^,  &  iî 
l'on  prend  i  ,  i  pour  le  comm.encement 
de  la  férié ,  qui  indique  par  conféquent  la 
plus  petite  racine  ,  on  a  pour  la  fuite  en- 
tière :  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  8rc.  mais 
il  on  adopte  pour  premiers  termes  les  nom- 
bres 1,3,  qui  contiennent  la  plus  grande 
racine ,  on  a  la  fuite  :  i,  3,  9,  27,  81, 
243,729,  &C.OÙ  tous  les  termes  indiquent 
avec  precißon  la  racine  3.  Enfin  ,  fi  on 
adopte  un  autre  commencement  quelcon- 
que ,  pourvu  qu'il  foit  tel  que  la  plus  pe- 
tite racine  n'y  foit  pas  comprife ,  la  férié 
approchera  toujours  davantage  de  la  plus 
grande  racine  3  ;  c'eft  ce  qu'on  peut  voir 
par  les  fériés  qui  fui  vent  ; 


Xx  i 


IV 
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Commencement, 
o ,  1 ,  4 ,   13,  40,  121,  3  (34 ,  &c. 
ij  i^   5'  Mj  4I)   122,  365,  &c. 
2,  3,  6,  15,   42,  123,  366,  1095, &c. 
2,   1,-2,  -1 15—38,-1 1^,-362,-1091, 

—3278  j  &c. 

où  les  qiiotiens  de  la  diyillon  des  derniers 
termes  par  les  précédens  ,  approchent  tou- 
jours plus  de  la  racine  plus  grande  3  ,  & 
jamais  de  la  plus  petite. 

800. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  même 
à  des  équations  qui  vont  à  l'infini  ;  l'équa- 
tion fuivante  en  fournira  un  exemple: 

La  férié  doit  être  telle  pour  cette  équation , 
que  chaque  terme  foit  égal  à  la  fomme 
de  tous  les  précédens,  c'eil-à-dire  qu'on 
aura 

I,  I,  2,4,8,  1(3,  32,  64,  128,  &c. 
d'où  l'on  voit  que  la  plus  grande  racine 
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de  réquation  propofée  efl:  exa61erhent 
x  =  2j  &  c'eft  ce  qu'on  peut  faire  voir 
aiifîi  de  la  manière  fuivante.  Qu'on  divife 
i'équation  par  x"^ ,  on  aura 

■=-l  +  ;V  +  ;^  +  ;^+&c. 


XX  X  X 


ce  qui  efl  une  progrefïïon  géométrique , 
dont  la  fomme  fe  trouve  =-^:  de  forte 
que  i=r^;  multipliant  donc  par  x — i  , 

on   a  X 1:^:::::!  ,    &   X:=2. 

8oi. 

Outre  ces  deux  méthodes  de  déterminer 
par  des  approximations  les  racines  d'une 
équation ,  on  en  trouve  çà  &  là  quelques 
autres ,  mais  qui  font  toutes  ou  trop  pé- 
nibles ou  pas  aiTez  générales.  La  méthode 
qui  mérite  la  préférence  fur  toutes ,  efl 
celle  que  nous  avons  expliquée  en  premier 
lieu;  car  elle  s'applique  avec  fuccès  à  toutes 
les  efpeces  d'équations ,  tandis  que  l'autre 
exige  fouvent  que  l'équation  foit  préparée 
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d'une  certaine  manière ,  fans  quoi  on  ne 
pourroit  en  faire  ufage  ;  nous  en  avons 
vu  la  preuve  dans  différens  exemples. 


Fin  du  Tome  premUr, 


699 

TABLE 

DES 
SECTIONS  ET  CHAPITRES 

CONTENUS  DANS  CE  VOLUME. 

^— »gg"ll«   I  IUI    m MMII^— M«PBW^— ^ig«a— — ^— — — ^— .1^ 

SECTION    PREMIERE. 

Des  différentes  Méthodes  de  calcul  pour 
les  grandeurs  fimples  ou  incomplexes. 


Chap.  I.  J_^ E  s  Mathématiques  en  gêné" 

rai  ^  pag.  I 
IL   Explication  des  ßgnes  -]- ,  plus  , 

&  —  ,  moins ,  6 

• m.   De  la  multiplication  des  quantités 

Jim  pies  ,  I  6 
IV.  De  la  nature  des  nombres  entiers  y 

eu  égard  à  leurs  jacleurs  y     24    X 
V.   De  la  divißon  des  quantités  ßm- 

ples ,  31 
VI.  Des  propriétés  des  nombres  entiers 

par  rapport  à  leurs  divijeurs  ,  40 
—  VIL  Des  j raclions  en  général  ^  4c) 
■ —  VIIL  Des  propriétés  des  fraäions  y      61 


700  TABLE. 

Ch.    IX.   T)e  r addition  &  de  la  foußraaion 
.    des  fractions  ,  pag-  6S 

X.   De  la  multiplication  &  de  la  di~ 

vifwn  des  j raclions  ,  74 

■ —      XI.   Des  nombres  quarrés  ^  84 

—  XII.  Des  racines  quarrées  &  des  nom- 

bres irrationnels  quienréfultent^ 

' —  XIII.  Des  quantités  impojjibles  ou  ima- 
ginaires ,  qui  dérivent  de  la  même 
Jource  f  102 

—  XIV.  Des  nombres  cubiques^  110 
' —    XV.   Des  racines  cubiques  &  des  nom' 

bres  irrationnels  qui  en  dérivent^ 

114 
• —  XVI.   Des  puiffances  en  général  y      121 

■ —  XV  IL  Du  calcul  des  puijfajices  ,         131 

— XVÏII.  Des  racines ^  relativement  à  toutes 

les  puijfances  en  général ,      137 

—  XIX.   De  la  manière  d' indiquer  les  -nom- 

bres irrationnels  par  des  expO" 
fans  fraclionîiai res  ^  142 

—  XX.  Des  différentes  m.anieres  de  calcu- 

ler^ &  de  leur  liaifon  entr  elles  ^ 

149 

—  XXL   Des  logarithmes  en  général ,    1 60 

—  XXlï.  Des  tables  de  logarith.  ufitées^  1 69 
— XXIII.  De  la  manière  de  repréj enter  les  lo- 
garithmes ,  177 


TABLE.  701 


SECTION    SECONDE. 

Des  difFcrentes  Méthodes  de  calcul  pour 
les  grandeurs  compofées  ou  complexes. 


ChaP.  I.  M-^  E  V addition  des  quantités 
complexes^  pag.  193 

-— — -  II.  De  la  foußraciion  des  quantités 
complexes  ,  -  198 

• — ■ —  III.  De  la  multiplication  des  quantités 
complexes  ^  202 

IV.  De  la  divißon  des  quantités  com^ 

plexes  y  214 

V.    De  la  réjolution  des  frayions  en 

des  fuites  infimes  ^  222 

■ VI.  Des  quarrés  des  quantités  com- 
plexes ,  239 

—  VII.  De  r extraction  des  racines  appli- 
quée aux  quant,  complexes ,  24^ 

■ —  VIII.  Du  calcul  des  quantités  irration- 
nelles ,  2^4 

IX.  Des  cubes  &  de  l^extraclion  des 

racines  cubiques  ^  261 

> X.   Des  puißances   plus   hautes   des 

quantités  complexes .,  i6j 

■ XI.  De  la  permutation  des  lettres  ,280 


702  TABLE. 

Ch.  XIL  Du  développement  des  puiffances 
irrationnelles  par  des  juites  inß^ 
nies ,  pag.  292 

—  XIII.  Du  développement  des  puijfances 
négatives  y  300 


SECTION    TROISIEME. 

Des  Rapports  &  des  Proportions. 


ChaP.  I.  JL^  U  rapport  arithmétique  ,  ou 
de  la  différence  entre  deux  nom- 
bres ,  pag- 307 

II.   Des   proportions    arithmétiques , 

III.   Des  progreffions   arithmétiques  , 

322 

ÏV.   De  la  fommation  des  progreffons 

arithmétiques ,  331 

V.  Des  nombres  figurés  ou  polygo- 
nes ,  ,       ,    .  341 

VI.   Du  rapport  géométrique ,        355 

—  VII.   Du  plus  grand  commun  divijeur 

de  deux  nombres  donnés^    362 

—  VIII.  Des    proportions    géométriques  , 

369 


T    A    B    L    £•  703 

Ch.    IX.  Remarques  fur  les  proportions  & 

jur  leur  ufage  ,  pag.  378 

— —  X.    Des  rapports  compofés  ^  389 

XL  Des   progrejjions  géométriques  , 

.403 

—  XII.   Des  f raclions  décimales  infinies  ^ 

—  XIII.   Des  calculs  d'intérêts,  430 


SECTION    (QUATRIEME. 

Des  Equations  algébriques ,  &  de  la  ré- 
folution  de  ces  Equations. 


ChaP.  I.  JL^  E  la  réfolution  des  problèmes 
en  général ,  pag.  45  i 

— - —  IL  De  la  réfolution  des  équations  dit 
premier  degré,  460 

— • —  IIL  De  la  folution  de  quelques  quef- 
tions  relatives  au  Chapitre  pré- 
cédent ,  469 

■ IV.  De  la  réfolution  de  deux  ou  de 

plußeurs  équations  du  premier 
degré,  ^  ^        491 

V.   De    la    réfolution    des    équations 

pures  du  jecond  degré ,         514 

— — VI.  De  la  réjolutLon  des  équations 
mixtes  du  fécond  degré ,      «  29 


704        Table. 

Ch.  VII.   De  r extraction  des    racines   des 
nombres  polygones  ^     pag.  548 

—  VIII.   De  r extraction  des  racines  quar- 

rées  des  hinom.es  ,  ^57 
IX.  De    la    nature  des   équations  du 

fécond  degré  ^  57(5 
X.   Des  équations  pures  du  troißeme 

degré ,  ^  c)0 
XL  De   la   résolution    des    équations 

complettes  du   troißeme  degré , 

600 

—  XÎL  De  la  regle  de  Cardan  ,  ou  de 

SciPioN  Ferreo  ,  623 

—  XIIL  De  la  réfolution  des  équations  du 

quatrième  degré ^  638 

—  XIV.   De  la  regle  de  Bo  M  BELLI ,  pour 

réduire  la  réfolution  des  équa- 
tions du  quatrième  degré  à  celles 
du  troißeme  degré ^  654 

—  XV.   D'une  nouvelle  méthode  de  réfou- 

dre  les  équations  du  quatrième 
degré ,  664 

—  XVL   De  la  réfolution  des  équations  par 

des  approximations ,  677 


Fin  de  la  Table. 


fjfSß^^ 


39003  0l3l616g9b 


^>'^r^^^r^r^r■'!r•v^^'~^v^uf^fr^r^Jr^^^^|'^^rnr^r^r^l^^.''■*''  ^■'^rf'ir^i* 


